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MEMOIRE 


SUR LE 


FLUX ET REFLUX DE LA MER. 


Mémoires de 4’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1790: 
an V (1797). 


Les rapports des phénomenes des marées aux mouvements du So- 
leil et de la Lune ont été connus des anciens, et indiqués par Pline le 
naturaliste avec une précision remarquable pour son temps; mais la 
vraie cause de ces phénoménes a été, pour la premiére fois, exposée 
par Newton dans son admirable Ouvrage des Principes. Ce grand géo- 
métre, ayant découvert la loi de la gravitation universelle, apercut 
bientot que les mouvements des eaux de la mer étaient une suite de 
leur inégale pesanteur vers le Soleil et vers la Lune. Pour en déter- 
miner les lois, il supposa la mer en équilibre & chaque instant sous 
action de ces deux astres, et cette hypothese, qui facilite extréme- 
ment les calculs, lui donna des résultats conformes, & beaucoup 
d’égards, aux observations. L’Académie des Sciences proposa cette 
matiére pour le sujet d’un prix, en 1740. Les pieces couronnées ren- 
ferment des développements de la théorie newtonienne, fondés sur la 
méme hypotheése de la mer en équilibre sous l’action des astres qui 
Vattirent. Jl est visible cependant que la rapidité du mouvement de 
rotation de la Terre empéche les eaux qui la recouvrent de prendre, a 
chaque instant, la figure qui convient a l’équilibre des forces qui les 
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animent; mais la recherche des oscillations qui résultent de ce mou- 
vement, combiné avec l’action du Soleil et de la Lune, offrait des diffi- 
cultés supérieures aux connaissances gue l’on ayait alors dans l’Ana- 
lyse et sur le mouvement des fluides. Aidé des découvertes que I’on a 
faites depuis sur ces deux objets, j’ai repris, dans nos Mémoires pour 
les années 1775 et 1776 ('), ce probleme, le plus épineux de toute la 
Mécanique céleste. Les seules hypothéses que je me suis permises sont 
que la mer inonde la Terre entivre, et qu’elle n’éprouve que de légers 
obstacles dans ses mouvements. Toute ma théorie est d’ailleurs rigou- 
reuse et fondée sur les principes du mouvement des fluides. En me 
rapprochant ainsi de la nature, j’ai eu la satisfaction de voir que mes 
résultats se rapprochaient des observations, surtout & l’égard du peu 
de différence qui existe entre les deux marées d’un méme jour, vers 
les syzygies des solstices, difference qui, suivant la théorie de Newton, 
serait tres considérable dans nos ports. Ces résultats, quoique fort 
étendus, sont encore restreints par les suppositions précédentes et ne 
représentent pas exactement les observations. Lamanitre dont l’Océan 
est répandu sur la surface de la Terre, Virrégularité de sa profondeur, 
la position et la pente des rivages, leurs rapports avec les cétes qui les 
avoisinent, les courants, les résistances que les eaux de la mer éprou- 
vent, toutes ces causes, qu'il est impossible d’assujettir au calcul, mo- 
difient les mouvements de cette grande masse fluide. Tout ce que nous 
pouyons faire est d’analyser les phénoménes généraux des marées qui 
doivent résulter des forces attractives du Soleil et dela Lune, et de 
lirer des observations les données dont la connaissance est indispen- 
sable pour compléter, dans chaque port, la théorie du flux et du reflux 
de la mer. Ces données sont autant d’arbitraires dépendantes de I’éten- 
due de la mer, de sa profondeur et des circonstances locales du port. 

La théorie des oscillations de Océan enyisagée sous ce point de 
vue, et sa correspondance avec les observations sont l’objet de cet Ou- 
vrage. Pour le remplir, il était nécessaire d’avoir un grand nombre 


(') O€uvres de Laplace, T. IX. 
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d’observations, faites avec soin durant plusieurs années dans un port 
ou les phénomeénes de marées soient trés sensibles, suivent une 
marche réguliére et soient peu altérés par les vents. Le recueil le plus 
étendu dans ce genre est celui des observations des marées, faites a 
Brest au commencement de ce siécle, que M. de Cassini a trouvées 
dans les papiers de son grand-pére, et que M. de la Lande a publiées 
dans le Tome IV de la seconde édition de son Astronomie. J'ai fait 
usage de ces observations; en les discutant, elles m’ont offert une 
régularité si frappante, eu égard a toutes les causes qui peuvent la 
troubler, que je ne balance point a indiquer le port de Brest comme 
l’un des plus favorables aux observations des marées, si l’on veut les 
suivre avec le soin que l’on a mis & déterminer les autres phénoménes 
du systeme du monde. Ce port doit probablement cet avantage a sa 
position avancée dans la mer, et surtout & ce que sa rade ayant une 
entrée fort étroite, relativement 4 son étendue, les oscillations irrégu- 
lieres des eaux de la mer sont par 1a trés affaiblies. Jacques Cassini 
s’était contenté de donner, dans nos Mémoires, les conséquences qu'il 
avait tirées des observations dont je viens de parler. Sur cela, je remar- 
querai combien il est utile de publier les observations originales ; 
souvent la théorie mieux connue des phénomeénes rend intéressants 
ceux qui d’abord avaient été négligés comme ayant paru de peu d’im- 
portance; c’est ce que j’ai moi-méme éprouvé dans ces recherches. Le 
Recueil cité ne contient point d’observations sur la loi suivant laquelle 
la mer monte et descend & Brest; j’y ai suppléé par des observations 
tres détaillées, que l’on a bien voulu faire dans ce port, a ma priére. 
Dans ce genre d’observations, ot mille causes accidentelles peuvent 
altérer la marche de la nature, il est nécessaire d’en considérer a la 
fois un grand nombre, afin que, les effets des causes passageres venant 
a se compenser les uns par les autres, les résultats moyens ne laissent 
apercevoir que les phénoménes réguliers ou constants. II faut encore, 
par une combinaison avantageuse des observations, faire ressortir les 
phénoménes que l’on veut déterminer et les séparer des autres, pour 
les mieux connaitre. C’est la méthode que j’ai suivie; en s’en écartant, 
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on s’expose & prendre pour loi de Ja nature ce qui n’est que l’effet 
d'une cause accidentelle. Jacques Cassini, par exemple, avait conclu, 
de la comparaison de quelques observations isolées, que les plus 
grandes marées des syzygies ont lieu, toutes choses égales d’ailleurs, 
dans les équinoxes. M. de la Lande, en suivant le méme procédé, a 
trouyé le contraire. On verra ci-aprés que les résultats d’un grand 
nombre d’obseryations ne laissent aucun lieu de douter qu’ Brest les 
plus grandes marées des syzygies et les plus petites marées des qua- 
dratures arrivent dans les équinoxes, et que, en général, les déclinai- 
sons du Soleil et de la Lune ont une influence trés sensible sur les 
hauteurs et sur les intervalles des marées. 

Voici maintenant un précis des résultats auxquels je suis parvenu 
dans cet Ouvrage. 

Considérons d’abord Vaction seule du Soleil sur la mer, et suppo- 
sons que cet astre se meut uniformément dans le plan de l’équateur. 
Il est visible que, si le Soleil animait de forces égales et paralleles le 
centre de gravité de la Terre et toutes les molécules de la mer, le sys- 
tome entier du globe-terrestre et des eaux qui le recouvrent obéirait a 
ces forces d’un mouyement commun, et l’équilibre de la mer ne serait 
pas trouble. Cet équilibre ne peut done étre altéré que par la diffé- 
rence de ces forces et par Pinégalité de leurs directions. Une molécule 
de la mer placée au-dessous du Soleil en est plus attirée que le centre 
de la Terre; elle tend ainsi a se séparer de sa surface, mais elle y est 
retenue par sa pesanteur, que cette tendance diminue. Douze heures 
apres, la molécule se trouve en opposition avec le Soleil, qui l’attire 
plus faiblement que le centre de la Terre; la surface du globe terrestre 
tend donc a s’en séparer, mais la pesanteur de la molécule |’y retient 
encore attachée, Cette force est done encore diminuée par l’action so- 
laire, et il est facile de s’assurer que la distance du Soleil a la Terre 
étant fort grande relativement au rayon du globe terrestre, la diminu- 
tion de pesanteur est, dans ces deux cas, a tres peu pres la méme. Une 
simple décomposition de l’action du Soleil sur les molécules de la mer 
sullit pour yoir que, dans toute autre position de cet astre par rapport 
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a ces molécules, son action pour troubler leur équilibre redevient la 
méme apres un intervalle de douze heures. 

Présentement, on peut établir comme principe général de Méca- 
nique que l'état d’un systeme de corps, dans lequel les conditions pri- 
mitives du mouvement ont disparu par les résistances qu’il éprouve, 
est périodique comme les forces qui l’animent. L’état de l’Océan doit 
done redevenir le méme a chaque intervalle de douze heures, en 
sorte qu’il doit y avoir un flux et un reflux dans l’espace d’un demi- 
jour. 

La loi suivant laquelle la mer s’éléve et s’abaisse peut se détermi- 
ner ainsi. Concevons un cercle vertical, dont la circonférence repré- 
sente un intervalle de douze heures, et dont le diamétre soit égal a la 
marée totale, c’est-a-dire a la difference des hauteurs de la pleine et de 
la basse mer; supposons que les arcs de cette circonférence, en par- 
tant du point le plus bas, expriment les temps écoulés depuis la basse 
mer; les sinus verses de ces arcs seront les hauteurs de la mer qui cor- 
respondent a ces temps. 

La diminution de la marée de nos ports doit s’écarter un peu de 
cette loi, par la raison suivante : la mer n’y descend qu’en vertu de sa 
pesanteur; elle doit donc, en s’abaissant, se mouvoir plus lentement 
et parvenir plus tard & sa plus petite hauteur, que loin des cdtes, ot 
elle est a la fois sollicitée pour descendre par sa pesanteur et par l’im- 
pulsion des flots qui s’éloignent des rivages. Ainsi la mer commence a 
remonter au loin, quoique dans le port elle continue de baisser, en 
vertu de la pesanteur, jusqu’a ce que, l’effet de cette force venant a 
étre balancé par l’impulsion des flots éloignés, la marée commence a 
croitre. La mer ne s’abaisse donc jamais jusqu’a sa plus petite hauteur 
déterminée par la théorie, et le temps qu’elle emploie a monter doit étre 
un peu plus court que celui qu’elle met a descendre. Ce dernier résul- 
tat est parfaitement conforme ace que l’on observe a Brest, oti la dif- 
férence de ces deux temps est d’environ un quart d’heure. 

Les lois du mouvement de la mer, que nous venons d’exposer, ont 
généralement lieu quelles que soient sa profondeur et son étendue ; 
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mais, plus une mer est yaste et moins elle est profonde, plus les phé- 
noménes des marées doivent étre sensibles. 

Dans une masse fluide, les impressions que recoit chaque molécule 
se communiquent & la masse entiére; c’est par 1a que l’action du So- 
leil, qui est insensible sur une molécule isolée, produit sur l’Océan 
des effets remarquables. Imaginons un canal courbé sur le fond de la 
mer et terminé & l'une de ses extrémités par un tube vertical qui 
s’éleve au-dessus de sa surface, et dont le prolongement passe par le 
centre du Soleil; l'eau s’élévera dans ce tube par l’action directe de cet 
astre, qui diminue la pesanteur des molécules qu'il contient, et sur- 
tout par la pression des molécules renfermées dans le canal, et qui font 
toutes un effort pour se réunir au-dessous du Soleil. Si la longueur 
du canal augmente, la somme de ces efforts sera plus grande, et il y 
aura plus de différence dans la direction et dans la quantité des forces 
dont les molécules extrémes seront animées. Ces deux causes réunies 
éléveront l'eau a une plus grande hauteur dans le tube vertical. On voit, 
par cet exemple, Vinfluence de l’étendue des mers sur les phénomenes 
des marées, et la raison pour laquelle le flux et le reflux sont insensibles 
dans les petites mers, telles que la mer Noire et la mer Caspienne. 

Si Océan a peu de profondeur, ses molécules doivent venir de fort 
loin, pour qu'il prenne la figure que l’action du Soleil tend a lui 
donner; ses oscillations doivent done croitre lorsque sa profondeur 
diminue. Dans une mer trés profonde, un trés petit mouvement dans 
ses molécules suffit pour lui donner la figure avec laquelle elle serait & 
chaque instant en équilibre sous laction du Soleil, en sorte que cette 
figure est la limite de celles que la mer prendrait, en augmentant de 
plus en plus sa profondeur. Ces yues générales sont conformes aux 
résultats que j’ai trouvés dans nos Mémorres pour l’année 1776 (*). 

La grandeur des marées dépend encore des circonstances locales. 
Les ondulations de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent devenir 
considérables; la réflexion des eaux par les cétes peut les augmenter 


(1) Okuvres de Laplace, T. IX. 
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encore. C’est ainsi que le flux et le reflux de la Méditerranée devien- 
nent sensibles dans le golfe de Venise; c’est encore ainsi que les ma- 
rées, généralement fort petites dans les iles de la mer du Sud, sont 
fort grandes dans nos ports, et surtout & Saint-Malo. Plus les oscilla- 
tions de la mer sont promptes, plus ces effets doivent augmenter, 
toutes choses égales d’ailleurs, puisqu’ils sont dus a la vitesse des 
eaux : ils sont presque nuls pour les osciilations trés lentes; mais ils 
doivent beaucoup influer sur celles dont la période est d’un demi-jour. 

Les circonstances locales font encore varier considérablement l'heure 
de la marée dans des ports méme fort voisins. Pour nous faire une 
juste idée de ces variétés, imaginons un large canal communiquant 
avec la mer et s’avancant tres loin dans les terres. Il est visible que les 
ondulations qui ont lieu a son embouchure se propageront successive- 
ment dans toute sa longueur, en sorte que la figure de sa surface sera 
celle @une suite d’ondes en mouvement qui se renouvelleront sans 
cesse, et qui parcourront leur longueur dans l’intervalle d’un demi- 
jour. Ces ondes produiront & chaque point du canal un flux et un 
reflux qui suivront les lois précédentes; mais les heures du flux retar- 
deront & mesure que les points seront plus éloignés de la mer. Ce que 
nous disons d’un canal peut s’appliquer aux fleuves dont la surface 
s’éleve et s’abaisse par des ondes semblables, malgré le mouvement 
contraire de leurs eaux. On observe ces ondes dans toutes les riviéres, 
pres de leurs embouchures; elles se propagent fort loin dans les 
grands fleuves, et au détroit du Pauxis, dans la riviére des Amazones, 
2 200 lieues de la mer, elles sont encore sensibles. 

Considérons présentement l’action de la Lune, et supposons que cet 
astre se meut uniformément dans le plan de l’équateur; il est clair que 
son action doit exciter dans l’Océan un flux et un reflux semblable a 
celui qui résulte de l’action du Soleil; or on sait que le mouvement 
total d’un systéme, agité par de tres petites forces, est la somme des 
mouvements partiels que chaque force lui eat imprimés séparément ; 
ainsi des ondes légéres excitées dans un bassin se mélent sans se con- 
fondre; une onde nouvelle se superpose & la précédente, comme elle 


OEuvres de L. — XI. > 


10 MEMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. 


se serait disposée sur la surface de niveau du bassin. Les deux flux 
partiels, produits par les actions du Soleil et de la Lune, s’ajoutent 
done sans se troubler mutuellement, et leur somme produit le flux que 
nous obseryons dans nos ports. 

De la combinaison des deux flux lunaire et solaire, naissent les phe- 
nomeénes les plus remarquables des marées. Quand la pleine marée 
lunaire coincide avee la pleine marée solaire, la marée totale est a son 
maximum; ¢’est ce qui a lieu dans les syzygies, ott les actions du Soleil 
et de la Lune concourent. Dans les quadratures, ou ces deux actions 
sont contraires, la pleine marée lunaire coincide avec la basse marée 
solaire, et la marée totale est 2 son minimum. 

L’heure du minimum des marées est & six heures de distance du 
maximum, ce qui prouye que ce minimum est l’exces de la marée lu- 
naire sur la marée solaire, et qu’ainsi l’action de la Lune-sur la mer 
l'emporte sur l'action du Soleil. D’aprés un grand nombre d’observa- 
tions des marées, réduites aux moyennes distances du Soleil et de la 
Lune, je trouve qu’a Brest la marée totale est a fort peu pres de 1g?! >, 
dans son maximum, et de 9?';*, dans son minimum. Le rapport de ces 
deux marées détermine celui des forces de la Lune et du Soleil sur la 
mer, et l'on en conelut que la premiere est triple de la seconde. En 
calculant, d’apres ce rapport, les lois de la diminution et de laccrois- 
sement des marées, lorsqu’elles commencent a s’éloigner du maximum 
et du minimum, on trouve leur accroissement deux fois plus rapide 
que leur diminution, ce qui est conforme aux observations qui, relati- 
vement a ces lois, sont représentées par la théorie avec une précision 
remarquable. 

Les marées lunaires et solaires suivent d’un intervalle constant le 
passage de leurs astres respectifs au méridien. L’instant de la marée 
composeée doit done osciller autour de l’instant de la marée lunaire, 
suivant une loi dépendante des phases de la Lune et du rapport de son 
action a celle du Soleil, Le premier de ces instants précéde le second, 
depuis le maximum jusqu’au minimum de la marée; il le suit depuis 
le minimum jusqu’au maximum; leur plus grand écart ne tombe pas 
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au milieu de l’intervalle qui sépare ces deux marées; mais il est*d’en- 
viron un tiers plus prés du minimum que du maximum. L’heure 
moyenne de la marée composée est la méme que celle de la marée lu- 
naire; en sorte que l’intervalle moyen de deux marées consécutives du 
matin ou du soir, dans nos ports, est d’un jour lunaire ou de 24"50™ 28°. 
Le retard moyen journalier des marées est done de 50™28°; mais ce 
retard varie, ainsi que les hauteurs des marées, avec les phases de la 
Lune. Le plus petit retard coincide avec la plus grande hauteur, et le 
plus grand retard coincide avec la plus petite hauteur. La discussion 
d’un grand nombre d’observations des marées m’a donné le plus grand 
retard, égal 4 1°15™, et le plus petit égal & 39™0°. Ces deux quantités 
dépendent du rapport des forces de la Lune et du Soleil et peuvent 
conséquemment servir & le déterminer. Il en résulte que la premiere 
de ces deux forces est triple de la seconde, comme nous I’ayons trouvé 
par la comparaison de la plus grande et de la plus petite hauteur des 
marées. En changeant un peu ce rapport, il serait fort éloigné de satis- 
faire aux observations des hauteurs et des intervalles des marées, qui 
le donnent par conséquent avec beaucoup d’exactitude. La connais- 
sance de cet élément est nécessaire dans l’Astronomie, & cause de son 
influence sur la précession et la nutation et sur l’équation lunaire des 
Tables du Soleil. La valeur que nous venons de lui assigner porte & 10” 
la nutation que Bradley a fixée 4 9”, et que plusieurs astronomes sup- 
posent de 9’5; léquation de la précession est de 18’,8, et Péquation 
lunaire est 4 trés peu prés de 9”. Enfin la masse de la Lune est environ 
+, de celle de la Terre; et, comme son volume est & peu prés ;, de celui 
de la Terre, la densité de la Lune n’est qu’environ * de la moyenne 
densité de la Terre. 

On doit faire ici une remarque importante, et de laquelle dépend 
l’explication de plusieurs phénomeénes des marées. Si les mouvements 
du Soleil et de la Lune étaient extrémement lents par rapport au mou- 
vement de rotation de la Terre, les deux marées lunaire et solaire 
suivraient a trés peu prés du méme intervalle le passage de leurs-astres 
respectifs au méridien; mais, le mouvement journalier de la Lune dans 
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son orbite étant considérable, la rapidité de ce mouvement peut sensi- 
blement influer sur l’intervalle dont cet astre précéde le flux lunaire. 
En effet, l’action du Soleil et de la Lune sur chaque molécule de la 
mer produit & chaque instant une onde infiniment petite, dont cette mo- 
léecule est Porigine, et qui se propage dans toute l’étendue de l’Océan ; 
c'est de la somme de ces ondes que se compose le mouvement de cette 
grande masse fluide. Il est visible que celles dont l’origine est vers 
léquateur ou dans l’hémisphére austral doivent employer un temps 
considérable & parvenir dans nos ports; ainsi le flux que l’on y observe 
est le résultat des impressions communiquées & la mer plusieurs jours 
auparayant. La Lune ayant dans cet intervalle un mouvement considé- 
rable dans son orbite, le rapport du flux lunaire a Ja position corres- 
pondante de cet astre peut différer sensiblement du rapport du flux 
solaire & la position correspondante du. Soleil. A la vérité, si la mer 
recouyrait toute la Terre, et si sa profondeur était réguliere, les im- 
pressions qu'elle recoit se coordonneraient de maniére que le flux 
arriverait & instant du passage de lastre au méridien; mais lirrégu- 
larité de la profondeur de la mer et les résistances qu’elle éprouve doi- 
vent changer ce résultat et faire varier, dans chaque port, Vintervalle 
dont l'astre précede le flux qu’il produit. 

Nous aurons une juste idée de ces variations en imaginant, comme 
ci-dessus, un vaste canal communiquant avec la mer et s’avancant fort 
loin dans les terres sous le méridien de son embouchure. Si l’on sup- 
pose qu’a cette embouchure la pleine mer a lieu a instant méme du 
passage de l’astre au méridien et qu’elle emploie 50 heures & parvenir 
a son extrémité, il est visible que, & ce dernier point, la marée solaire 
suivra de 2 heures le passage du Soleil au méridien; mais, 50 heures 
ne formant que 2!°"19™ lunaires, le flux lunaire suivra d’environ 19” 
le passage de la Lune au méridien; en sorte qujil y aura 1241" de dif- 
ference dans les intervalles dont les flux lunaire et solaire suivront le 
passage de leurs astres respectifs au méridien. Il est facile, d’ailleurs, 
de s’assurer que cette différence sera la méme, A peu pres, pour les 
points assez yoisins de l’extrémité du canal, quoiqu’il y ait des diffé- 
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rences considérables dans les heures des marées correspondantes : ces 
résultats sont exactement conformes & ceux que l’on observe dans nos 
ports. 

Il suit de 1a que le maximum et le minimum de la marée n’ont point 
lieu le jour méme de la syzygie et de la quadrature, mais un ou deux 
jours apres; ainsi, dans l’exemple précédent, ce maximum et ce mini- 
mum qui, a2 l’embouchure du canal, ont lieu le jour méme de la syzygie 
et de la quadrature, n’arrivent 4 son extrémité que 5o heures apres. Ce 
phénomene est tres sensible & Brest sur les hauteurs des marées. Les 
lois des variations des marées vers leur maximum et vers leur minimum 
doivent en déterminer les instants. J’ai donc interpolé un grand nombre 
de hauteurs des marées dans le voisinage des syzygies et des quadra- 
tures, et j’ai trouvé que le maximum de la marée suit la-syzygie de 
35"30™ et que le minimum suit de 38 heures la quadrature. La diffé- 
rence de ces intervalles qui, par la théorie, doivent étre égaux entre 
eux, est dans les limites des erreurs des observations. 

On peut encore déterminer ces intervalles au moyen des heures 
observées des marées le jour méme de la syzygie et de la quadrature. 
Leur différence serait de 6 heures si elles correspondaient au maximum 
et au minimum de la marée, mais l’observation la donne plus petite & 
Brest; elle est de 5°5™545 pour les marées du matin et de 5'18™365 
pour les marées du soir. Un jour plus tard, ces différences augmentent 
parce que les marées retardent chaque jour d’environ une demi-heuré 
de plus dans les quadratures que dans les syzygies. En combinant 
done ces différences avec les retards journaliers des marées vers leur 
maximum et vers leur minimum, de maniére qu’elles soient précisé- 
ment de 6 heures, on aura l’intervalle dont le maximum de la marée 
suit la syzygie. On trouve ainsi que, a Brest, cet intervalle est de 
ASUS6™. 

Enfin, j’ai fait usage d’une quatriéme méthode pour déterminer ce 
méme intervalle. Suivant les observations, les marées du jour de la 
syzygie avancent lorsqu’elles sont périgées et retardent lorsqu’elles 
sont apogées. Suivant la théorie, le retard des marées apogees sur 
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les marées périgées est proportionnel a l’intervalle du maximum des 
marées 2 la syzygie; il peut donc servir & déterminer cet intervalle. Je 
lai trouvé de cette maniere, au moyen d’un assez grand nombre d’ob- 
servations, égale 2 25%55™5. 

Le milieu entre ces deux intervalles donnés par les heures des 
marées est 34"41™, ce qui s’éloigne peu de 36"47™, milieu entre les 
interyalles donnés par les variations des hauteurs des marées vers les 
syzygies et vers les quadratures; mais les differences de 43"56™ et de 
25%55™£a ce milieu sont trop grandes pour dépendre uniquement des 
erreurs des observations. En considérant cet objet avec attention, j’ai 
reconnu gue lheure des marées & Brest retarde sur heure déter- 
minée par la théorie & mesure qu’elles sont plus grandes; et il est 
clair que cela doit étre ainsi : car si l’on compare l’étendue de la rade 
de Brest & la petitesse de son entrée, on yoit que les grandes marées 
doivent employer plus de temps que les petites & se former dans le 
port; il peut se faire encore qu’elles emploient plus de temps & y par- 
venir. 

Cette cause rapproche lheure observée de la marée quadrature de 
celle de la marée syzygie et diminue, par conséquent, la différence 
de ces heures, difference qui, sans cela, approcherait davantage de 
6 heures; lintervalle du maximum de la marée a la syzygie en parait 
done augmente. Je trouve que pour le réduire de 43"56™ a 36°47" il 
faut supposer que l'heure de la marée du jour de la syzygie retarde 
sur la théorie d’enyiron ro™, en supposant exacte ’heure de la marée 
du jour de la quadrature. 

Voyons maintenant quelle est linfluence de la méme cause sur les 
heures des marées syzygies périgées et apogées. Il est visible qu’elle 
rapproche ces heures et qu’ainsi l’intervalle du maximum de la marée 
a la syzygie, conclu de leur différence observée, en doit étre diminué; 


c'est la raison pour laquelle je ne l’ai trouvé que de 25°55™4. Pour 
9 


corriger l'effet de cette cause, j’ai supposé, ce qui est fort naturel, que 
les marées retardent d’autant plus sur l’heure de la théorie qu’elles 


sont plus grandes; et en supposant ensuite que ce retard soit, comme 
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on vient de le dire, de 10™ pour les marées syzygies comparées aux 
marées quadratures, j’ai trouvé que l’intervaile de 25%55™4 s’élevait 2 
38"53™, ce qui se rapproche autant qu’on peut le désirer du résultat 
moyen donné par les hauteurs des marées et met hors de doute l’in- 
fluence de la cause dont je viens de parler. C’est en prenant un milieu 
entre ces divers résultats que j’ai fixé 4 36530™ l’intervalle dont le 
maximum de la marée & Brest suit la syzygie, et dont le minimum de 
la marée suit la quadrature. Il en résulte que, dans ce port, le flux 
solaire suit le passage du Soleil au méridien, de 4"26™, et que le flux 
lunaire suit le passage de la Lune au méridien, de 3"r9™; ainsi, sous 
ce rapport, les heures des marées 4 Brest sont les mémes qu’a l’extré- 
mité d’un canal qui communiquerait avec la mer, en conceyant que, 2 
son embouchure, les marées partielles ont lieu & l’instant du passage 
des astres au méridien, et qu’elles emploient 36°30 & parvenir a son 
extréemité supposée de 3°56™ plus orientale que son embouchure. En 
général, l’observation et la théorie m’ont conduit & envisager chacun 
de nos ports de France, relativement aux marées, comme I|’extrémité 
d’un canal a l’embouchure duquel les marées partielles ont lieu au 
moment du passage des astres au méridien et emploient un interyalle 
denviron un jour et demi a parvenir a son extrémité supposée plus 
orientale que son embouchure d’une quantité trés variable d’un port 
a l’autre. 

On peut observer que la différence dans les rapports des marées a 
la position des astres qui les produisent ne change point les phéno- 
menes du flux et du reflux; pour un systeme d’astres mus uniformé- 
ment dans le plan de l’équateur, elle ne fait que reculer d’environ 
36"30™ les phénoménes calculés dans ’hypothése ot les flux partiels 
suivraient, du méme intervalle, le passage de leurs astres respectifs au 
méridien. 

Le retard des phénoménes des marées sur les phases de la Lune 
a été indiqué par Pline le naturaliste. Plusieurs philosophes l’ont 
attribué au temps que l’action lunaire emploie, suivant cux, a se 
transmettre a la terre; mais cette hypothése ne peut subsister avec 
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Vinconceyable activité de la force attractive. En considérant autre- 
fois les tentatives infructueuses des géométres pour expliquer l’équa- 
tion séculaire de la Lune, je soupconnai que la pesanteur n’agit pas 
de la méme maniére sur les corps en repos et en mouvement, et je 
trouvai que, si l’équation séculaire de la Lune provenait de cette 
eause, il faudrait supposer 2 cet astre une vitesse vers la Terre plu- 
sieurs millions de fois plus grande que celle de la lumiére pour le 
soustraire & l’action de sa pesanteur. Maintenant que la vraie cause de 
l'equation séculaire de la Lune est connue, cette vitesse doit étre beau- 
coup plus grande encore. Une aussi prodigieuse activité dans la force 
attractive de la Terre ne permet pas de penser que l’action de la Lune 
se transmet dans un ou deux jours a locéan. Ce n’est done point au 
temps de cette transmission, mais & celui que les impressions commu- 
niquées par les astres & la mer emploient & parvenir dans nos ports. 
qu'il faut attribuer le retard observé des phénomenes des marées sur 
les phases de la Lune. 

Jusqu’ici nous avons suppose le Soleil et la Lune mus d’une maniére 
uniforme dans le plan de Péquateur; faisons présentement varier leurs 
mouvements et leurs distances au centre de la Terre. En développant 
les expressions de leur action sur la mer, on peut en représenter les 
differents termes par les actions d’un méme nombre d’astres mus uni- 
formement & des distances constantes de la Terre; il sera done facile, 
par les principes que nous venons d’exposer, de déterminer le flux et 
le reflux de la mer correspondants aux inégalités des mouvements et 
des distances du Soleil et de la Lune. Si l’on soumet ainsi } Vanalyse 
les phéenomenes des marées, on trouve que les marées produites par 
ces deux astres augmentent en raison inverse du cube de leurs dis- 
tances. Les marées doivent donc, toutes choses égales d’ailleurs, 
croitre dans le périgée de la Lune et diminuer dans son apogée. Ce 
phénomene est tres remarquable a Brest. La comparaison des obser- 
vations m’a fait your que, & 1 minute de variation dans le demi-dia- 
metre de la Lune, répondent 2°'*s,8 de variation dans la marée totale, 


et ce résultat de lobservation est tellement conforme 2 celui de la 
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théorie que l’on aurait pu déterminer par ce moyen la loi de l’action 
de la Lune sur la mer relative a sa distance. 

Il suit de la que, si l’on veut dépouiller les phénoménes des marées 
des variations de la parallaxe lunaire, il faut les considérer a la méme 
distance de deux syzygies consécutives et prendre un milieu entre eux, 
car il est clair que, si la Lune est apogée dans une syzygie, elle sera, a 
peu pres, périgée dans la suivante; les effets de la variation de sa dis- 
tance se détruiront mutuellement, et les résultats moyens des phéno- 
meénes en seront indépendants. 

Les variations de la distance du Soleil a la Terre sont encore sen- 
sibles sur les hauteurs des marées, que les observations donnent un 
peu plus grandes en hiver qu’en été; mais ce phénoméne est beaucoup 
moins considérable pour le Soleil que pour la Lune, parce que son 
action pour élever les eaux de la mer est trois fois moindre et que sa 
distance a la Terre varie dans un plus petit rapport. 

L’action de la Lune étant plus grande et son mouvement étant plus 
rapide lorsqu’elle est plus pres de la Terre, la marée composée, dans 
les syzygies, doit se rapprocher de la marée lunaire et la marée lunaire 
doit se rapprocher du passage de la Lune au méridien, puisque nous 
venons de voir que la marée partielle se rapproche d’autant plus de 
l’astre qui la cause que son mouvement est plus rapide. Les marées 
périgées doivent donc avancer le jour de la syzygie et les marées apo- 
gées doivent retarder. Ce phénomeéne est tres sensible a Brest par les 
observations; elles m’ont donné g™27° de retard pour 1 minute de 
diminution dans le demi-diametre de la Lune, ce qui résulte, & peu 
pres, de la théorie. 

La parallaxe de la Lune influe encore sur l’interyalle de deux marées 
consécutives du matin ou du soir, vers les syzygies, ou dans le yoisi- 
nage du maximum des marées : cet intervalle augmente dans le périgée 
de la Lune et diminue dans son apogée. Suiyant la théorie, 1 minute 
de variation dans le demi-diamétre de la Lune fait varier cet intervalle 
de 6™ 49>, et les observations m’ont donné 6™5o%. 

Ces deux phénomenes ont également lieu dans les quadratures; mais 
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ils sont beaucoup moins sensibles que dans les syzygies, ot les varia- 
tions du mouvement et de la parallaxe de la Lune sont plus grandes 
et influent dayantage sur ces phénomeénes. 

La période qui raméne l'apogée de la Lune & la méme position par 
rapport aux équinoxes raméne encore dans les mémes saisons tout ce 
qui, dans les marées, dépend de la parallaxe lunaire. 

Apres avoir développé la théorie du flux et du reflux de la mer, en 
supposant le Soleil et la Lune mus dans le plan de I’équateur, nous 
allons considérer les mouyements de ces astres tels qu’ils sont dans la 
nature. Nous verrons naitre de leurs déclinaisons de nouveaux phéno- 
ménes qui, comparés aux observations, confirmeront de plus en plus 
la théorie précédente. 

Ce cas général peut encore se ramener a celui de plusieurs astres 
mus uniformément dans le plan de |’équateur; mais il faut donner a 
ces astres des mouvements tres différents dans leurs orbites. Les uns 
s'y meuvent avec lenteur; ils produisent un flux et un reflux dont la 
période est d’environ un demi-jour. D’autres ont un mouvement de 
réyolution & peu prés égal & la moitié du mouvement de rotation de la 
Terre; ils produisent un flux et un reflux dont la période est d’environ 
un jour. D’autres, enfin, ont un mouvement de révolution & peu prés 
egal au mouvement de rotation de la Terre; ils produisent des flux et 
des reflux dont les périodes, fort longues, sont d’un mois et d’une 
année. Examinons ces trois espéces de flux et de reflux. 

La premiére renferme, non seulement les oscillations que nous avons 
considérées ci-dessus et qui dépendent du mouvement du Soleil et de 
la Lune et de la variation de leurs distances, mais d’autres encore 
dépendantes de leurs déclinaisons. En soumettant celles-ci a l’ana- 
lyse, on trouve que les marées totales des syzygies des équinoxes 
sont plus grandes que celles des solstices, dans le rapport de l’unité 
au carré du cosinus de la déclinaison du Soleil et de la Lune vers les 
solstices; on trouve encore que les marées des quadratures des sol- 
stices surpassent celles des équinoxes. Ces résultats de la théorie sont 
contirmés par toutes les observations, qui ne laissent aucun doute sur 
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l’affaiblissement de l’action des astres, & mesure qu ils s’éloignent de 
l’équateur. Les déclinaisons du Soleil et de la Lune sont sensibles, 
méme sur les lois de la diminution et de l’accroissement des marées, 
en partant de leur maximum et de leur minimum. Leur diminution 
est, suivant les observations comme par la théorie, d’enyiron un 
tiers plus rapide dans les syzygies des équinoxes que dans les syzygies 
des solstices. Leur accroissement est, suivant les observations comme 
par la théorie, environ deux fois plus rapide dans les quadratures des 
équinoxes que dans les quadratures des solstices. La position des 
neeuds de l’orbite lunaire, qui augmente ou diminue les déclinaisons 
solsticiales de la Lune, se fait sentir encore dans les observations des 
marées. 

Le mouvement de cet astre en ascension droite, plus prompt dans 
tes solstices que dans les équinoxes, doit rapprocher la marée lunaire 
du passage de cet astre au méridien. L’heure des marées syzygies équi- 
noxiales doit donc retarder sur l’heure des marées syzygies solsticiales. 
Par la méme raison, l’heure des marées des quadratures des solstices 
doit retarder sur celle des marées des quadratures des équinoxes, et 
ce second retard est environ quadruple du premier. 

Les déclinaisons des astres influent encore sur les retards Journa- 
liers des marées des équinoxes et des solstices; ils doivent étre plus 
grands vers les syzygies des solstices que vers les syzygies des équi- 
noxes; plus grands encore vers les quadratures des équinoxes que 
vers les quadratures des solstices, et, dans le premier cas, la différence 
des retards est environ quatre fois moindre que dans le second. Les 
observations donnent, avec une précision remarquable, ces divers 
résultats de la théorie. 

Les marées de la seconde espéce, dont la période est & peu prés d’un 
jour, sont proportionnelles au produit du sinus par le cosinus de la 
déclinaison des astres; elles sont nulles lorsque les astres sont dans 
l’équateur et elles croissent a mesure qu’ils s’en éloignent. En se com- 
binant avec les marées de la premiére espece, elles rendent inégales 
les deux marées d’un méme jour. Dans les syzygies des solstices 
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d’hiyer, la marée du matin & Brest est d’environ 7 pouces plus grande 
que celle du soir; elle est plus petite de la méme quantité dans les 
syzygies des solstices d’été. En général, les marées de la seconde 
espece sont peu considérables dans nos ports. Leur grandeur est une 
arbitraire dépendante des circonstances locales qui peuvent les aug- 
menter et diminuer en méme temps les marées de la premiére espéce, 
jusqu’a les rendre insensibles. Imaginons, en effet, un large canal 
communiquant par ses deux extrémités avec l’Océan; la marée dans 
un port situé sur la rive de ce canal sera le résultat des ondulations 
transmises par ses deux embouchures. Or il peut arriver que, 4 raison 
de la situation du port, les ondulations de la premitre espéece y par- 
viennent de chaque coté dans des temps différents, en sorte que le 
maximum des unes réponde au minimum des autres; et si l'on sup- 
pose d’ailleurs qu’elles sont égales entre elles, il est visible que, en 
vertu de ces ondulations, il n’y aura point de flux et de reflux dans le 
port; mais il y en aura en vertu des ondulations de la seconde espéce 
qui, ayant une période deux fois plus longue que celle des ondulations 
de la premiére espece, ne se correspondront point de maniere que le 
maximum de celles qui yiennent d’un coté coincide ayee le minimum 
de celles qui viennent de l'autre coté. La marée dans le port sera 
done formée de ces ondulations. Ainsi, dans ce cas, il n’y aura 
point de flux et de reflux lorsque le Soleil et la Lune seront dans 
l’equateur; mais la marée deviendra sensible lorsque la Lune s’éloi- 
genera de ce plan, et alors il n’y aura qu’un flux et un reflux par jour 
lunaire, de maniere que si le flux arrive au coucher de la Lune, le 
reflux arrivera a son leyer. Ces phénomenes singuliers ont été observés 
a Batsha, port du royaume de Tunking, et dans quelques autres lieux. 
Il est vraisemblable que des observations faites dans les différents 
ports de la Terre offriraient toutes les variétés intermédiaires entre 
les marées de Batsha et celles de nos ports. 

Considérons enfin les marées de la troisiéme espéce, alata les 
periodes sont fort longues et indépendantes du mouvement de rota- 
tion de la Terre. Si les durées de ces périodes étaient infinies, ces 
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marées n’auraient d’autre effet que de changer la figure permanente 
de la mer qui parviendrait bientot & l’état d’équilibre du aux forces 
qui les produisent; mais les périodes de ces marées étant finies, on 
peut concevoir le mouvement tres lent qui en résulte dans chaque 
molécule comme formé de deux autres, l’un d’oscillation autour du 
point ott cette molécule serait en équilibre si l’action des astres dont 
ces marées dépendent devenait invariable, et l'autre qui lui est commun 
avec ce point d’équilibre dont la position change & chaque instant. Le 
premier de ces mouvements est détruit par les résistances que les eaux 
de la mer éprouvent; il ne reste ainsi & la molécule que le mouvement 
qui lui est commun avec le point ow elle serait & chaque instant en 
équilibre. On peut donc considérer la mer comme étant sans cesse en 
équilibre sous l’action des astres qui produisent les marées de la troi- 
siéme espece, et les déterminer dans cette hypothése. Ces marées sont 
trés peu considérables; elles sont cependant sensibles a Brest et con- 
formes au résultat du calcul. Elles offrent le moyen, peut-étre le plus 
exact, pour avoir le rapport de la moyenne densité de la Terre a celle 
des eaux de la mer, rapport intéressant & connaitre et que lon a 
cherché a déterminer par l’attraction des montagnes; mais, pour l’ob- 
tenir avec précision, il faudrait au moins un siécle d’observations sur 
les marées. 

On voit, par cet exposé, l’accord de la théorie du flux et du reflux de 
la mer, fondée sur la loi de la pesanteur, avec les phénoménes des hau- 
teurs et des intervalles des marées. Plusieurs de ces phénoménes m’ont 
été d’abord indiqués par cette théorie et ont ensuite été confirmés par les 
observations; d’autres phénomenes que les observations m’avaient fait 
connaitre, et qui ne me semblaient pas pouvoir dépendre de la théorie, 
ont résulté de cette méme théorie plus approfondie. En général, tous 
les résultats de la théorie, indépendants des circonstances locales, ont 
été confirmés par les observations; et, lorsque ces circonstances ont 
modifié les résultats de la théorie, j’ai retrouvé le méme accord, en y 
ayant égard. Des observations plus nombreuses, plus précises et plus 
détaillées que celles qui ont été faites, en la confirmant de plus en 
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plus, pourront encore déterminer les petites marées partielles qui 
dépendent de la quatriéme puissance de la parallaxe lunaire et des 
autres quantités négligées dans le calcul. Il est done intéressant de 
suivre les marées ayee le méme soin que les mouvements célestes. II 
suffirait d’observer, chaque année, les instants et les hauteurs des 
pleines et des basses mers dans les deux syzygies et dans les deux qua- 
dratures consécutives qui comprennent chaque équinoxe et chaque 
solstice, en considérant le jour méme de la phase et les trois jours 
qui la suivent. L’observation des hauteurs n’a aucune difficulté, mais 
les instants de la pleine et de la basse mer sont difficiles & saisir. On 
pourra les obtenir avee précision en prenant un milieu entre les deux 
instants ou la mer est & la méme hauteur, environ un quart d’heure 
avant et apres la pleine ou la basse mer. Une longue suite d’observa- 
tions de ce genre, comparées aux positions correspondantes du Soleil 
et de la Lune, rectifiera les éléments auxquels je suis parvenu dans cet 
Ouvrage, fixera ceux qui sont encore incertains et développera des 
phénomeénes jusqu’ici enveloppés dans les erreurs des observations. 


II. 


Expression génerale de la hauteur de la mer. 


Si l'on suppose la Terre entiére inondée par la mer et que ses oscil- 
lations n’éprouvent que de légéres résistances, la théorie de la pesan- 
teur donne les résultats suivants. [Voir les Mémoires de l’ Académie 
pour les années 1775 et 1776 ('). | 

Soient S la masse du Soleil, r sa distance au centre de la Terre, v sa 
déclinaison et 9 son ascension droite. 

Soient Lla masse de la Lune, 7’ sa distance au centre de la Terre, 
y sa déclinaison et 9’ son ascension droite. 

Soient 9 le complément de la latitude d’un lieu queleonque sur la 
Terre, et a sa longitude; ¢ le temps, et vz l’angle que forme le premier 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX. 
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méridien d’ou les angles a sont comptés avec le colure des équinoxes, 
en sorte que nt + o soit la distance ou longitude du lieu de la Terre 
dont il s’agit, a l’équinoxe du printemps. 

Soient enfin y l’élévation de la mer au-dessus du niveau qu’elle 
prendrait sans l’action du Soleil et de la Lune, g la pesanteur, et ¢ 
le rapport de la densité de la mer & la moyenne densité de la Terre. 
On aura 


3 
att i+ ae |= 8 sintv) + 75 (1—3sin*v) | 
8g(1— =) T = 


Sr. | Bia ed : ; “ea 
+A = sin v COSV Cos(nt + wW— 9) + —sinV'cosv’ cos(rné + w—Q') 
ts ’ 


2 L | 
+B 5 cos*v cosa(nt-+ 7 — 9) + “75 COS*V’ cos2 (ne +o-9)|, 


A et B étant des fonctions de 4 indépendantes de la profondeur de la 
mer et de la loi de cette profondeur. 

Si la profondeur de la mer est constante, A = 0, et alors les deux 
marées d’un méme jour sont égales; leur différence est tres petite si 
cette profondeur est & peu prés constante; mais la loi de la profon- 
deur de la mer étant inconnue, les valeurs de A de B sont des indé- 
terminées que l’observation seule peut faire connaitre. 

En supposant avec Newton la mer en équilibre 4 chaque instant 


sous l’action combinée du Soleil et de la Lune, ona 


__ 3sin9cos9 


L a —— 


= be eS 
3p)” 3p 
sling) (1-3) 


Dans ce cas, l’expression de y est fort éloignée de satisfaire aux 


observations faites dans nos ports, et suivant lesquelles la différence 
des deux marées d’un méme jour, dans les syzygies des solstices, est 
tres petite. 

Il. 


Voyons maintenant les modifications que doivent apporter dans 
l’ expression précédente de y l’irrégularité de la profondeur de la mer 
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et les diverses circonstances locales qui ont une si grande influence 
dans les phénoménes des marées. 

On peut considérer la mer comme un systéme d’une infinite de 
molécules qui réagissent les unes sur les autres, soit par leur pres- 
sion, soit par leur attraction mutuelle, et qui, de plus, sont animées 
par la pesanteur et par les forces attractives du Soleil et de la Lune. 
Sans l’action de ces deux dernivres forces, le systeme serait depuis 
longtemps en équilibre : la loi de ces forces doit done en régler les 
mouvyements. 

Pour déterminer les forces attractives du Soleil et de la Lune, soit 
R le rayon mené du centre de grayité de la Terre & une molécule de 
lamer, déterminée par les angles 0 et a; nommons V la fonction 


+ 


D - : < 
— )} 3[cos 9sinv + sin? cosv cos(rt+o—Q yr—1} 
L {2 Ac ! ot ! ' 
aren fh 3[cos9 siny’+ sin9 cosv’ cos(nt +o — 9 ye—tl. 


La somme des forces solaires et lunaires, décomposées parallélement 
au rayon R, sera 2RY; la somme de ces forces décomposées perpendi- 
culairement au rayon R, dans le plan du méridien de la molécule, sera 


OV . a . , , . . 
R-—; enfin, lasomme des mémes forces décomposées perpendiculai- 


09? 
OV 
iY, Ow 
rement au plan de ce méridien sera Ro, 


Ces expressions sont tres approchées pour le Soleil, 4 cause de sa 
grande distance a la Terre, qui rend insensibles les termes multipliés 
Ss fa . , rt 
par —; elles sont moins exactes pour la Lune; mais les phénomenes 


pe? 
observés des marées ne m’ont rien fait apercevoir qui puisse dépendre 
2 : 
des forces de l’ordre =" Peut-étre des observations plus exactes et 


plus nombreuses que celles qui ont été faites rendront sensibles les 
effets de ces forces. 
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= 


IV. 


Ne considérons d’abord que I’action du Soleil, et supposons qu’il se 
meuve dans le plan de l’équateur, uniformément et toujours ila méme 
distance du centre de la Terre; les trois forces précédentes deviennent 


; 


SRE tue 
57a l3 sin?@ — 2+ 3sin?4cosa(nt-+o—9)], 


ihe) tt 

et sin9cos§[1+ cosa(nt+a—9)], 
— —; sin9sina(nt+oa—¢9). 

oT 7 


En vertu des seules forces constantes 


s : 
Aa sins — a) ef 


27 


> sin cos§, 
2r 
la mer finirait par étre en équilibre; ces forces ne font done qu’altérer 
un peu la figure permanente que prend la Terre en vertu de son mou- 
vement de rotation; mais les trois forces variables 


35K. 
~ Sin?6 cosa(nt+o— 9), 
2 it 
35K. 
(A) { od sin 9 cos§ cos2(nt+a— 9), 
3SR 


— 3,a Sind sina(net +o — g) 
\ 


doivent exciter dans l’Océan des oscillations dont nous allons déter- 
miner la nature. 

Les trois forces précédentes redevenant les mémes a chaque inter- 
valle d’un demi-jour, l’état de la mer doit redeyenir le méme a chacun 
de ces intervalles. Pour le faire voir, supposons que, a un instant quel- 
conque a, la hauteur de la mer, dans un port, ait été A, et qu'elle soit 
devenue la méme apres les intervalles /,, fs, fs, -.-, fis -.., compteés 
de Vinstant a; a+ f; sera l’instant ott la hauteur de la mer est A, 


OEuvres de L, — XII. 4 
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apres le nombre ¢ de ces intervalles. Si l’on suppose ¢ trés considé- 
rable, cet instant ne dépendra point des conditions du mouvement 
qui ont eu lieu & l’instant @ que nous prenons pour origine du mouve- 
ment; car toutes ces conditions ont du bientét disparaitre par les frot- 
tements et les résistances de tout genre que la mer éprouve dans ses 
oscillations; en sorte que, le mouvement de la mer finissant par n’en 
plus dépendre et par se rapporter uniquement aux forces actuelles qui 
la sollicitent, il est impossible de connaitre l'état primitif de la mer 
par son état présent. Imaginons maintenant que, dl’instant @ plus-un 
demi-jour, toutes les conditions du mouvement de la mer aient été les 
mémes qu’elles étaient dans le premier cas, & linstant a@; puisque les 
forces solaires sont les mémes et varient de la méme manieére dans les 
deux cas, il est clair que, dans le second eas, les intervalles successifs 
apres lesquels la hauteur de la mer sera /, en partant de Vinstant @ 
plus un demi-jour, seront, comme dans le premier cas, /,, /o, ---, 
fi +++, en sorte que, d Vinstant a+ /;+ un demi-jour, la hauteur de 
lamer sera A. Mais, puisque z étant fort grand, l'état actuel de la mer 
est indépendant de tout ce qui a rapport & l’origine du mouvement, 
il est visible que instant a + /;+ un demi-jour doit coincider avec 
quelques-uns des instants ott la hauteur de la mer est A dans le pre- 


mier cas; on doit done avoir 
a+ f;+ un demi-jour = a + fi+,, 
r étant un nombre entier; partant 
Si+r— fi= in demi-jour; - 


d’ou il suit que état de la mer redevient le méme apres l’intervalle 
d’un demi-jour. 

Il est vraisemblable que, en supposant la mer entiére ébranlée par 
une cause quelconque, les résistances qu’elle éprouve anéantiraient 
elfet de cette cause dans l’intervalle de quelques mois, de manievre 
que, apres cet intervalle, les marées reprendraient leur état naturel. 
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On peut juger par la du peu d’influence des vents et des ouragans 
qui, quelque violents qu’ils soient, ne sont que locaux et n’ébranlent 
que la superficie des mers. Ainsi, en prenant un résultat moyen 
entre un grand nombre d’observations continuées pendant plusieurs 
années ces résultats représenteront, a tres peu prés, l’effet des forces 
réguliéres qui agissent sur l’Océan. 

Imaginons une droite dont les parties représentent le temps, et sur 
cette droite, comme axe des abscisses, concevons une courbe dont les 
ordonnées représentent la hauteur de la mer dans un lieu donné; la 
partie de la courbe correspondante a l’abscisse qui représente un 
demi-jour déterminera la courbe entiere qui sera formée de cette 
partie répétée a linfini. Ainsi l’intervalle entre deux pleines mers 
consécutives sera d’un demi-jour, de méme que l’intervalle entre 
deux basses mers consécutives. 


Déterminons la courbe des hauteurs de la mer. Pour cela, conce- 
vons un second Soleil S parfaitement égal au premier et mu de la 
méme maniére dans le plan de l’équateur, avec la seule différence 
qu il précéde le premier, dans son orbite, de l’angle horaire n’T, xn’ 
étant égal a n — m, et m étant égal a ar On aura les forces relatives 
A ce nouveau Soleil en changeant, dans l’expression des forces (A) de 
Varticle précédent, 9 dans ¢ + n’T: ces nouvelles forces ajoutées aux 
forces (A) produiront les suivantes : 


SET sin? @[cos2 (nt + — 9) +cosa(nt-+o—9 —2'T), 
38R . a 
oe sin@ cos6[cos2(nt+0— o) + cos2(nt+a—o—n'T)], 
3SR.. 


— —;sin@[sina(nt+o0—9)+sina(nt+o—9—n'T)]. 
2r 


Si l’on fait 
S98 cos7 |, Rag, 
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ces trois forces se réduisent aux suivantes : 


3S/R 
— sin? cosa(rnt+o—o—n’'q), 


3 


~ 
~ 


38/R . 
—, sin@ cos 9 cos2(né + w—o—n'Q), 
= 


odie oer d 
— —; sin§sina(nt+o—9—27'q). 
ae 


Ces dernieres forces produiront un flux et un reflux semblable & celui 
qu’exciterait le Soleil S sisa masse se changeait en S’ et si lon dimi- 
nuait de g le temps ¢ dans les forces (A). En nommant done y’ lor- 
donnée de la courbe des hauteurs de la mer correspondante & l’ab- 


lt 


scisse ¢— g, on aura i pour la hauteur de la mer produite, apres 
le temps ¢, par les trois forces précédentes. 

Cette hauteur est, par la nature des oscillations tres petites, la 
somme des hauteurs de la mer dues aux actions des deux Soleils S. 
Soit done y lordonnée de la courbe des hauteurs de la mer, corres- 
pondante au temps ¢, et)’ l’ordonnée correspondante au temps ¢ — T; 


y +y sera la somme de ces hauteurs : on aura, par conséquent, 
(a) Py a ty = 3 


maintenant, si l’on développe y’ ety” en séries ordonnées par rapport 
aux puissances de T et de g, on aura, en négligeant les cubes et les 


puissances supéerieures de ces quantités, 


fn en EN Sata ane 
y - y Sores + iT dt’ 
dy dy 


pM ny pe yt Vs 
oe 4 ge te ae? 


on ade plus 
S’= 28 —Sn"”T?, ed 


Ces valeurs, substituées dans l’équation (a), donneront 


dy Pe re 
> ee 
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d’oti lon tire, en intégrant, 


~ 


__ BS ; 
ae cos2(ni+o—o—A), 


Bet A étant deux arbitraires dont la premitre dépend de la gran- 
deur de la marée totale dans le port, et dont la seconde dépend de 
’heure de la marée ou du temps dont elle suit le passage du Soleil 
au méridien. 

Cette expression de y donne la loi suivant laquelle la marée s’éléve 
et s’abaisse; elle est la traduction analytique de la régle que nous 
avons donnée pour cet objet dans l’article I, ot nous avons exposé en 
méme temps la raison pour laquelle les observations faites dans nos 
ports s’en écartent un peu. . 


VTS 


Considérons présentement les actions du Soleil et de la Lune, en 
supposant ces astres mus uniformément dans le plan de l’équateur. 
Le Soleil produira toujours des marées conformes aux lois que nous 
venons d’exposer; la Lune en produira de semblables qui, par la 
nature des ondulations trés petites, se combineront avec les pre- 
mieres sans les altérer et sans en étre altérées. Cela posé, L étant la 
masse de la Lune, 7’ sa distance au centre de la Terre et 9’ son ascen- 
sion droite, la hauteur de la mer due & laction de la Lune sera 


exprimée par la fonction 


L 
Bi cosa(nt-+ ow — go’ — 2’), 


B’ et A étant deux arbitraires. Nous avons observé dans l’article I que 
X est plus petit que la constante A relative au Soleil, & cause de la 
rapidité du mouvement de la Lune dans son orbite, et que l'on peut 
supposer ces deux constantes égales & Brest, pourvu que l’on donne 
aux angles nt, 9 et 9’ les valeurs qu’ils avaient 36"; avant l’instant 
pour lequel on calcule les phénoménes des marées. La rapidité du 
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mouvement lunaire peut rendre encore B’ different de B; mais cette 
différence doit étre peu considérable : nous supposerons ainsi B’= B, 
dans le facteur =a en observant que L ne représente pas alors exac- 
tement la masse de la Lune, mais cette masse augmentée dans le rap- 
port de B’a B. On pourra ainsi donner a l’expression de la hauteur y 
de la mer, produite par les actions réunies du Soleil et de la Lune, la 


forme sulyante 
‘—RB S oe , 5 L ' ! } 
y =B| Sj cosa(nt+o—9 — A) + =73 COS2 (ne +w—g'—A)], 


le temps ¢ deyant étre diminué d’environ 36" a Brest. 
Aux instants de la pleine et de la basse mer, ona 


dy _ = 
a." 
ce qui donne 


—(n—m)-sin2(9'— ¢) 
tang2(rt+-w— o'— eS : 


(n—m’) a +(n —m)=cos2(9!— 9) 


> 


m' étant égal a = Si (n — m') *, est plus grand que (rn — m) >, 
c’est-a-dire si l’action de la Lune, pour soulever les eaux de la mer, 
est plus forte que celle du Soleil, langle nt + 3 — 9’— A ne peut 
jamais atteindre 45°, et la tangente du double de cet angle est tou- 


jours comprise dans les limites 


(rn — m) > 


— L a ‘Rape As %. 
(y-«—=r() 
Dans ce cas, la pleine mer suiyra toujours le passage de la Lune au 
meéridien d’une quantité qui ne passera pas certaines limites et qui 


dépendra des phases de la Lune. Dans un temps déterminé, il y aura 
autant de marées que de passages de la Lune au méridien supérieur 


2 VJ pty 
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ou inférieur, en sorte que les marées se régleront principalement 
sur ces passages. 

Dans le cas contraire ou l’action du Soleil l’emporterait sur celle de 
la Lune, les marées se régleraient principalement sur les passages du 
Soleil au méridien, et il y aurait constamment deux marées par jour. 
On peut done ainsi reconnaitre laquelle des deux actions lunaire et 
solaire est la plus grande : toutes les observations se réunissent 4 faire 
voir que la premiere l’emporte sur la seconde. 


Vil. 


Voyons maintenant ce qui doit arriver lorsque le Soleil et la Lune, 
toujours supposés dans le plan de l’équateur, sont assujettis & des iné- 
galités dans leurs mouvements et dans leurs distances. Considérons 
d’abord les effets de l’action du Soleil. Les forces partielles 


SR 3SR 

pa cats in2¢6 — Fi CCT RNY > f 

57a (3 S100 22)» y ag sin9 cos§, 
trouvées dans l'article IV, ne seront plus constantes; mais elles varie- 
ront avec une grande lenteur, et la période de leur variation sera d’une 
année; on pourra donc, par l’article |, supposer la mer en équilibre a 
chaque instant sous l’action de ces forces. La partie 


—(1+3c0s28) § 
ae 73 
8g (1— a 
a 
de l’expression de y de l'article II exprime la hauteur de la mer due & 


l’action des forces précédentes en les supposant inyariables, et en 
supposant la Terre entitrement recouverte par la mer; elle exprimera 


done encore A trés peu pres cette hauteur dans le cas de la nature ot 
ces forces varient lentement et ot la mer recouvre une grande partie de 
la surface de la Terre. Cette hauteur étant tres petite, l’erreur que l’on 
peut commettre est fort peu considérable. 

Si, dans les forces solaires (A) de l’article IV, on substitue au lieu 
de ret de 9 leurs valeurs, chacune de ces forces se déyeloppera en 
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cosinus d’angles de la forme 2n¢ — 2g¢+ 2¢, en sorte que l’on aura 


SR. = 
: R in?9 cos2 (nt + — 9) = sin?9 Ek cosa(nt—gt+e), 
2r 


38k 


~ sin§ cos9 cos2(né+ mw — 9) =sin9 cos§ Sk cosa(nt — qt+e), 
2r 


SR. : : 
2s sin9sina(nt+ow— o)—sin§g Lksina(nt —qt+s), 


a7° 


le signe E des intégrales finies servant ici 4 désigner la somme de tous 
les termes de la forme & aE: 2(nt — gt+e), dans lesquels le premier 
membre de chacune de ces équations peut se décomposer. Les plus 
considérables de ces termes sont ceux qui dépendent de langle 
2nt — 2mt+ 25 et qui donnent le flux et le reflux de la mer dans le 
cas que nous avons examiné ci-dessus, ot le Soleil serait mu unifor- 
mément dans le plan de ’équateur, en conservant toujours sa méme 
distance & la Terre. Les autres termes, qui sont fort petits relativement 
4 ceux-ci, peuvent étre considérés comme le résultat de Paction d’au- 
tant d’astres particuliers, mus uniformément dans le plan de léqua- 
teur. C’est de la combinaison des flux et des reflux partiels dus a l’ac- 
tion de tous ces astres que résulte le flux et reflux total di a l’action 
du Soleil. 

Si l'on nomme s la masse de lastre fictif dont action produit le 
terme dépendant de langle 2nt — 2qt + 2¢, et asa distance au centre 
de la Terre, on aura 


3 Rs 


2a 


k ou Pe Ne 
— K ) — —  ~—— © 

a Sih 
On a yu, dans l'article Y, que le Soleil étant supposé mt uniformément 
dans Je plan de l’équateur avee un mouvement angulaire égal A md, la 
partie de expression de la hauteur de la mer dépendante de l’angle 


2nt — 2mt + 20 est égale a 
2 S) 5 
B— cos2(nt—mt+oa—)), 
a 


le temps ¢ deyant étre diminué d’environ 36"! relativement au port de 
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Brest. La hauteur de la mer due 4 l’action de l’astre s sera done 
Ss 
B, cosa(nt—qt+e—h). 


On doit encore diminuer dans cette expression le temps ¢ d’environ 
36"5, car le flux lunaire se rapprochant de la Lune plus que le flux 
solaire du Soleil d’une quantité que nous pouvons représenter par 
(m' — m)h, le flux di a l’action de l’astre s doit se rapprocher de cet 
astre dune quantité égale 4 (g — m)A, On remplit cette condition en 
supposant que la valeur de A est la méme pour tous les astres S, s, ... 
et en diminuant le temps ¢ d’environ 3655, 

Quant a la valeur de B, elle peut étre un peu différente pour l’astre s 
que pour l’astre S, ainsi que nous l’avons observé dans l'article VI, 
en comparant l’action de la Lune & celle du Soleil. On peut repreé- 


mee 


senter cette constante ‘tant une nouvelle arbitraire 


qui est la méme pour tous les astres s, s’, ...; mais, ces astres étant 


a The 
fort petits, ainsi ae le coefficient 4 ——» on peut négliger les termes 


. o, —m s 
i fe ee 
multiplies par — 


Maintenant, la somme de toutes les marées partielles dépendantes 
des angles de la forme 2nd-+..., et dues aux actions des astres S, 5, ..., 
sera 

a1 Ss 4 
BY = cose nt—gite—A 
a ( 1 ), 


et par conséquent elle sera 


2B 


Lk —qt+e—h 
aR kcosa(nt — qt +e iy 


Mais on a, par ce qui précede, 


3RS 
Zk cosa (nt —gt-+ e—2) =~? cosa(nt + —9—)); 


la partie de Ja hauteur de la mer due a l’action du Soleil, et dépendante 


Okuvres de L. — XI. 0 
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de l’angle 22 + 20 — 29, est done 


:,| ae) 


cos2(nt+o—g9—A), 


expression dans laquelle on doit prendre pour ¢, r et 9 leurs valeurs 
relatives & l'instant qui précéde de 36" celui que l’on considére. 

Si l’on transporte & la Lune ce que nous venons de dire du Soleil, 
on trouvera que la partie de la hauteur de la mer due 4 son action, et 
indépendante du mouvement de rotation de la Terre, est égale a 


—(1+3co0s29) L 


ail 30 ris 
8g (1 —_-—> 
5 


Cette expression est un peu moins exacte pour la Lune que pour le 
Soleil, & cause de la rapidité de son mouvement dans son orbite. 

On trouvera ensuite que la partie de la hauteur de la mer due i 
action de la Lune, et dépendante du mouvement de rotation de la 
Terre, est 


L : 
B oii cos(2nt+ o— o'— A); 


les yaleurs de 7’, 9’ et ¢ se rapportent & un instant qui précede de 
365 linstant que l'on considére. Cette expression est moins exacte 
pour la Lune que pour le Soleil, parce que les termes multipliés par 


m'—q 


, 8s , ay : 
C—, et que nous avons négligés, sont beaucoup plus sensibles 
n a’ ae 


; m'—q, “a3 
pour la Lune que pour le Soleil, le facteur ——t étant plus considé- 


rable, & cause de la rapidité du mouvement lunaire, et les astres fictifs 
s,s, ... étant plus grands, 4 raison des grandes inégalités de ce mou- 
vement. L’omission de ces termes peut étre une des causes principales 
des trés petites differences que nous trouverons dans la suite entre 
les résultats de observation et du calcul. Il sera nécessaire d’y avoir 
egard lorsque l’on aura des observations tres nombreuses et trés pré- 
cises des marées, et alors on pourra déterminer I’arbitraire C, impor- 
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tante a connaitre pour conclure exactement la masse L de la Lune 
des phénoménes des marées. 

En réunissant tous les termes dus aux actions du Soleil et de la 
Lune, on aura pour l’expression approchée de la hauteur y de la 
mer 


1+ 3 cos26 
3p 
82 es = | 


S é L 
+B E cos2(nt+o—o—A)+ qeosa(nt--o—y—2)], 


4 
|| 
Fs 
y| wm 
= 

Sali sae 
ie 


cette expression devant se rapporter a 364 avant le moment que lon 


considere. 


VIII. 


Examinons enfin le cas de la nature, dans lequel le Soleil et la Lune 
ne se meuvent pas dans le plan de l’équateur. Nous avons donné, dans 
l'article I, la maniere d’obtenir les forces solaires et lunaires décom- 
posées parallelement a trois droites perpendiculaires entre elles, et il 
en résulte : 

1° Que ces forces, décomposées paralleélement au rayon terrestre R, 


sont 
* 


R 


=F (1+ 8.e0824)| 3 (1 —8sinty) + = ( 3 sin*v') | 


2 
+ 6R sind cos6| — sinv cosy cos(rnfé+ou—?¢) 
e 


Le. 
+ — sinv'cosv'cos(nt +0 — 9’) 
Pp) i 


\ 


AL a S 
+ = sin’é 73 COS*V cos2(nt+o—¢) 
L 2 <7/ / 
+ — cos? v'cos2(nt+ 0 — 9')]; 
i 4 


2° Que ces forces, décomposées perpendiculairement & R dans le 
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plan du méridien, sont 


am sina4| 3 (1—3sin’ v+s - T(r 3sinty}) | 
4 


S 
+ 3Reos24 53 Sinv cosy cos(zt+wu—o) 
L ! 
+ 73 Sinv ‘cosv'cos(rt + 6 — 9’) 


3° Que ces forces, décomposées perpendiculairement au méridien, 


sont 


— 3K cos6| ; Sinv cosy sin(zt+w—¢) 


+ —. sinv’cosv' sin (nt +o — 2')| 
; cos?v sina(rt+o—¢9) 
cos*v'sina(rt+oa—o |. 
Les forces partielles 


S 


— 7 (1+ 300828) | 5 (1—3sinty) + : ; (I— 3 sin* v) |. 
4 
“pe sinad | 5 (1 — 3 sin’ V) +5 = 5 (1— 3 sin*v’ )| 
4 


variant avec une grande lenteur, on peut, comme on I’a vu dans I’ar- 
ticle precedent, supposer que la mer est & chaque instant en équi- 
libre, en vertu de ces forces, et, dans ce cas, la partie 


fa saat Ee — 3sin?v) + wi (1— 3sin*v’)| 
83(1— 3) 


de expression de y, donnée dans l’article H, représente la hauteur 


de la mer due 4 l’action de ces forces. 
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Les forces partielles dépendantes de l’angle 2nt + 20+... peuvent 
étre décomposées en différents termes multipliés par les sinus et 
cosinus d’angles de la forme 2nt — 2gt + 2¢. On s’assurera, comme 
dans l'article précédent, qu’il en résulte dans !’expression de la hau- 
teur de la mer une quantité égale A 


i L 
BS cos*v cos2(né+w— o—A)+ “7 C08" "Cosa (ne ++ —— o!— a), 


le temps ¢ devant étre diminué, dans cette fonction, d’un intervalle 
qui, pour Brest, est d’environ 36*4. 

Il nous reste a considérer la partie des forces précédentes qui dé- 
pend de langle nt+oa-+.... Cette partie peut se développer en 
termes multipliés par des sinus et cosinus d’angles de la forme 
nt — qt-+«, q étant fort petit relativement a7. Chacun de ces termes 
produira, dans l’intervalle d’un jour a peu pres, un flux et un reflux 
analogues 4 ceux que produisent les termes dépendants des angles de 
la forme 2nt — 2qt-+- 2¢, avec la seule différence que le flux relatif a 
langle nt — gt + n’a lieu qu’une fois par jour, au lieu que le flux 
relatif & Pangle 2nt — 2q¢+ 2¢ lieu deux fois par jour. 

Si la mer inondait la Terre entiére et n’éprouvait point de résistance 
dans ses mouvements, les deux espéces de flux que nous venons de 
considérer auraient licu & l’instant méme du passage des astres au 
méridien; mais nous avons déja observé que, dans nos ports, les flux 
dont la période est d’un demi-jour suivent ou précedent ces passages; 
il en est trés probablement de méme des flux dont la période est d’un 
jour; mais i] est possible que ces deux espéces de flux n’aient pas lieu 
au méme instant. 

Nous avons encore vu gue le flux dont la période est d’un demi- 
jour, et qui dépend de l’action de la Lune, suit de plus prés le passage 
de cet astre au méridien que le flux de la méme espéce dépendant de 
l’action du Soleil suit le passage du Soleil au méridien, La meme 
chose a lieu, selon toute apparence, relativement au flux dont la pé- 


riode est d’un jour. 
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Cela posé, en suivant l’analyse des articles V et VII, on trouvera que 
la hauteur de la mer due aux forces dont la période est & peu pres 
d’un jour peut étre représentée par la formule 


BE: 7 L 7. / / / 
A} —sinvcosvcos(né+o—9—y)+ 73 SINV cos v’ cos(rt +0—9'—y)], 


~ 


A et y étant deux arbitraires que l’observation seule peut déterminer 
dans chaque port, et le temps devant étre diminué d’un intervalle que 
l’observation peut seule encore déterminer. 
Si l’on réunit toutes ces hauteurs partielles de la mer, on aura pour 
sa hauteur entiére y 
1+ 3c0s29 


i + [5G —Ssinty) + “(1 3sintv’)| 


/ Sf 3 rs 
8g(1—- = 


re. or 
: A| 73 Sinv CoOsvV cos(rzi-+w—o —y) 


L : 
3 taney! ene 5! + 
77g SINV COS\ cos(nt + o— g'—y) 


— cos?V cos2(nt+a—g —A) 


5 


5 
L 2y/ a a ) 
~ 773 COS"Y cos2(nt+oa—y'—A)], 


expression dans laquelle on doit observer de diminuer le temps d’un 
certain intervalle dans les termes multipliés par A, et d’un autre 
interyalle dans les termes multipliés par B. L’observation peut seule 
faire connaitre ces intervalles dans chaque port, ainsi que les con- 
stantes A, y, B, A. 

La partie de cette expression multipliée par A étant tres petite 
dans nos ports, ainsi que la partie indépendante de A et de B, on peut 
y supposer, sans erreur sensible, le temps ¢ diminué de la méme 
quantité que dans la partie multipliée par B; en sorte que, dans l’ex- 
pression entiére de y, le temps peut étre diminué relativement au 
port de Brest d’enyiron 36%. 
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IX. 


Des hauteurs des marées vers les syzy gies. 


Développons maintenant les principaux phénomeénes des marées 
qui résultent de l’expression précédente de y, et comparons-y les 
observations. Nous distinguerons ces phénoménes en deux classes, 
Pune relative aux hauteurs des marées et l’autre relative a leurs inter- 
valles. Les marées les plus remarquables sont les plus grandes, qui 
ont leu vers les syzygies, et les plus petites, qui ont lieu vers les qua- 
dratures; considérons d’abord les premieres. 

Aux instants de la pleine et de la basse mer, on a 


or on peut, en différentiant l’expression précédente de y, supposer les 
quantités v, v’,7,7’, 9 et 9’ constantes, parce que, ces quantités variant 
avec lenteur, l’effet de leurs variations est insensible sur les hauteurs 
de la pleine et de la basse mer ou sur le maximum et sur le minimum 


de y, car on sait que, vers ces points, une petite erreur sur le temps ¢ 


: : ¥. sa 
est insensible sur la valeur de y. L’équation a =o donnera donc 


ae BAW chsy sin(rt+0w—go —y) 
AN are canes 


(bane ee ene bey am 
++ 77g SInV cost sin(nt +-o—o —y 


NS) £4" | eee : 
+ =] cos*v sina(nt + w—o—)A)+ “7a Sin? V! c0S2(nt+w—g'—h). 


; AAS 5 : eee 
La fraction >, étant tres petite dans nos ports, on peut la négliger 
sans craindre aucune erreur sensible; l’équation précédente donnera 
ainsi 
Be inay. es 
7a COS*V sin 2(9 — 9’) 


tang2(néi+ o— g’—A)= PRE Biss Ta alla ee 
TI COS*V' -+ —] COS*v Cos (9— 9’) 
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On substituera dans l’expression de y la valeur de nt + 0 — 9’ déter- 
minée par cette équation; soit (A) ce que devient alors la fonction 


5. ee : , 
A 7a SINV Cosy cos(né + & — 9 7) + 53 Sinv cosv'cos(nt+0w—g'—y)], 


on aura 


2 
30 

8e(1 -- s) 
a 


" [i eseee) warbal bende ’ Sees 
= mit ( 73 08 v') “+ aig COS*V' 5 COS*Y cos2(p — 9) + | | cos*v) , 


1+ 3c0s29 E 
3 


all — 3sin?v) + re 3 sintv!) + (A) 


le signe + ayant lieu pour la haute mer, et le signe — ayant lieu pour 
la basse mer. 

Supposons que cette expression se rapporte a la pleine mer du 
matin; on aura l’expression de la hauteur de la pleine mer du soir 
en augmentant les quantités variables de ce dont elles croissent dans 
Vinteryalle de ces deux marées. Il faut par conséquent changer le 
signe de (A), parce que l’angle nt +o — 9’ — y augmente d’environ 
180° dans cet interyalle, la petite difference pouvant étre négligée a 
raison de la petitesse de (A). 

Nommons présentement y’ la demi-somme des hauteurs des marées 
du matin et du soir; y’ sera ce que nous entendrons dans la suite par 
hauteur moyenne absolue de la marée d'un jour. On aura, a tres peu 


pres, 


P 1+ 3cos29 
Y= — 


/ p. 

8g(1——*) 

° cs es 

i‘ 2 aL Ss s 2 

+B — cos*v') + —,; cos? v'— cos?v cos2(9 — 9’) + |.— cos?v} , 
r 7 r T T r? 


toutes les variables de cette expression étant relatives 4 la basse mer 


| a (—8sinty) + a 3 sinty') | 


intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir, et devant 
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conséquemment, dans le port de Brest, se rapporter & un instant qui 
précede de 36% celui de cette basse mer. | 

L’exces de la marée du matin sur celle du soir sera 2(A). 

Si ’on nomme (A’) ce que devient (A) lorsque l’on augmente 
nt+-o de go°, la hauteur de la basse mer intermédiaire entre les 
deux marées du matin et du soir sera 


1+ 3 co0s29 E 


8g(1— ) 
2 7 al 
—B \/ (7 cos*y') + 2% costy! = cos? v cos2(9 — 9’) + ( 


En retranchant cette expression de celle de y’, on aura ce que nous 


| 


os 
2y 
3 COS v) : 


| 


entendons par marée totale, qui est ainsi l’exces de la demi-somme 
des deux marées d’un jour sur la basse mer intermédiaire; soit y” cet 


exces, on aura 


L aiid (Eig : Pg ress 
y'=— (A) + 2By/(Keosty “+ a75 COs? V' —; Cos* Vv cos 2(9 — 9!) + cosy ) § 


enfin, la difference des deux basses mers consécutives sera 2(A’). 
Vers le maximum des marées, ou vers les syzygies, l’angle ¢ — 9’ est 
peu considérable, puisqu’il est nul au maximum; on aura done, a peu 


pres, a instant de la pleine mer, 


nt+o—9'=), 


ce qui donne 


Siw! Lig , 
(A) = A( 7 siny cosy + =; sinv' cosy’) cos(A— jy), 


(A’) =—A(Rsiny cosv +- ad sinv’ cos’) sin (A—y). 


OkEuvres de L. — XIl. 
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Ces expressions ont une exactitude suffisante & cause de la petilesse 
de A. Cela posé, si dans les termes multipliés par B on néglige la qua- 


triéme puissance de 9’ — 9, on aura vers les syzygies 


nt : +31 hd 


L 
2 B— cos? v —,; cos? v 
r ie 


i 
+B (3 cos?V +- —; cos") 3 —_—__———- (9’— 9)’, 
— cos*v + -, cos*v! 
: F 
Ss | ate : 
yee a * Se I ea 
y=) ee (= SInV COSV + ~, SIDV cosy’) sin(A— y) 
S I 
3 L 4B <3 COS*V cos? v! 
- r ¢ 
- 2B{ — cos?v + —. cos?v' ) — ———————_ —(g'— 9)’. 
(= pla S oe 


L 
» cos?v -+ —- cos? v’ 
“3 COS*V ++ 7; COS 


En considérant ces expressions de y’ et de y’, on voit d’abord que 
les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent sur les hauteurs 
absolues de la mer et sur les marées totales des syzygies, en sorte 
que, toutes choses égales d’ailleurs, les plus grandes de ces marées 
totales ont lieu vers les équinoxes, et les plus petites vers les solstices, 
les premieres étant aux secondes A peu prés dans le rapport de lunité 
au carré du cosinus de l’obliquité de l’écliptique. L’action de la Lune, 
pour élever les eaux de la mer, étant environ trois fois plus grande 
que celle du Soleil, Veffet de sa déclinaison est, en méme raison, 
plus considérable. Les marées syzygies des solstices sont donc les 
plus petites qu’il est possible lorsque le noeud ascendant de l’orbite 
lunaire coincide avec l’équinoxe. Ainsi les phénomenes des marées 
dépendent du mouvement des nceuds de la Lune. 

On yoit ensuite que, tout étant égal d’ailleurs, les marées syzygies 
sont plus grandes dans le périgée de la Lune que dans son apogée, 


4 


parce que la fraction —; augmente tres sensiblement dans le premier 
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cas et diminue dans le second cas. Pareillement, le Soleil étant apogée 
vers le solstice d’été et périgée vers le solstice d’hiver, les marées des 
solstices d’hiver surpassent celles des solstices d’été; mais cet effet de 
la variation des distances est moins sensible pour le Soleil que pour 
la Lune, parce que l’excentricité de l’orbite terrestre est environ trois 
fois moindre que celle de l’orbite lunaire et que l’action du Soleil est 
trois fois plus faible que celle de la Lune. 


x 


Pour déméler ces divers effets dans les observations, afin d’y com- 
parer la théorie, il fau€ combiner ces observations de maniére que 
chaque effet s’y montre séparément. Considérons d’abord l’effet des 
déclinaisons des astres. On ajoutera dans l’une des deux syzygies qui 
comprennent l’équinoxe les hauteurs moyennes absolues de la mer, 
du jour méme de la syzygie et des trois jours qui la suivent. Le 
maximum de cette hauteur tombera entre ces observations. On ajou- 
tera pareillement dans l’autre syzygie les hauteurs moyennes absolues 
du jour méme de la syzygie et des trois jours qui la suivent. On fera 
ensuite de ces deux sommes partielles une somme totale que nous 
désignerons par /. L’effet des variations des distances du Soleil et de 
la Lune sera a peu pres nul dans f, parce que le Soleil est dans sa 
moyenne distance a la Terre, vers les équinoxes, et que, si dans l’une 
des deux syzygies la Lune est apogée, elle est périgée dans l’autre. On 
peut donc supposer, dans /, r égal 4 la moyenne distance du Soleil et 
r’ égal a la moyenne distance syzygie de la Lune. 

Si l’on ajoute les huit valeurs de y’ correspondantes aux huit jours 
d’observation que nous venons de considérer, la somme des termes 
dépendants de (9’ — ¢)? sera 


haB dy 


jg lle 
S L 
= 


ri eet 


uv? cos7¢, 
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= étant l’obliquité de l’écliptique, v étant le moyen mouvement syno- 
dique de la Lune dans l'intervalle des deux marées consécutives du 
matin ou du soir yers le maximum des marées, et « étant la somme des 
carrés des quatre interyalles de l’instant de ce maximum dans chaque 
syzygie, aux instants des basses marées intermédiaires entre les deux 
marées du matin et du soir, dans chacun des quatre jours que l’on con- 
sidére, l’intervalle entre deux marées consécutives du matin et du soir 
vers les syzygies étant pris pour unité. Cela suit de ce que langle 
o’— gest nul a l’instant du maximum, et de ce que vers les équinoxes 
la variation journaliere de cet angle est égale a vu cose. 

Dans le terme B(S cos? Vv + = cos*y’) de expression de y’, la va- 
riation de y’ dans l’intervalle des quatre jours d’observation considérés 
dans chaque syzygie deyient sensible. Supposons que q soit la longi- 
tude du Soleil & instant de la syzygie, ¢ étant fort petit; la somme des 
quatre valeurs du terme précédent relatives & ces quatre jours sera a 
fort peu pres 


thd S L L : 
4B oe g sin®<) (5 be =) — aB pa vu? Bie. 


parce que le maximum des hauteurs des marées tombe a peu pres au 
milieu des observations extrémes. 
De la il est facile de conclure 


Are 329 
ae. 3 cos29 € of =) 


30 rs r'3 
z I— ft 
9 | 


28 
Tes? 2 
+ 8B(1— q?sin?e) ere —2 ee sin? aonb 
: ri art ? rs Put deanna le i 
pet ph 


la valeur de g* étant ici une moyenne entre les deux valeurs de cette 
quantité relatives aux deux syzygies qui comprennent l’équinoxe. 

Si l'on nomme / la somme des huit marées totales correspondantes 
aux huit hauteurs moyennes absolues précédentes, l’expression de y’ 
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donnera 


; S L L - 
(= 16B(r—g'sinte) (5 +) — Ga Lev sin?e + 2 @—- . 
i | rs 


En opérant de la méme maniere sur les deux syzygies qui comprennent 
un solstice d’été, et en supposant que, dans ce solstice, la déclinaison 
de la Lune est la méme que celle du Soleil et égale & ¢; enfin, en nom- 
mant A’ et /’ ce que deviennent alors / et /, on trouvera, & fort peu 
pres, 


1+-3cos28 /§ L 
h'=— Bp (5 wi) (t 3 sin?e) 
a(- 3) 
5 
28 
S Lp I r3 
= oR 12 o2 2 Be pi es ae a ; 
(1+ q’? tange) cose (S + =i) 2aB wa) sin S L 
erie Car 
7 / 
l' = 8A sine cose sin(A — +) = + iL 
aa 7 r3 ri 
28 
+ 16B(1+ q” tang’e) cose a + ds pan v?{ sin?e — eas , 
oe Te rie . eee & 
rs pis 


go° — ¢’ étant la longitude moyenne du Soleil 4 V’instant de la syzygie, 
et g’? étant une moyenne entre les deux valeurs de cette quantité rela- 
tives aux deux syzygies qui comprennent le solstice d’été. 

Dans ces expressions de /’ et de /’, le rayon r est la distance apogée 
du Soleil; on aura les valeurs de A’ et de /’, relatives aux solstices 
W@hiver, en y changeante dans —e, parce que les déclinaisons des deux 
astres changent de signe, et en supposant que r est la distance périgée 
du Soleil. 

Pour faire disparaitre l’effet des variations des distances du Soleil, 
ainsi que le terme multiplié par A, on ajoutera un nombre quelconquez 
de valeurs de Af’, relatives aux solstices d’été, au méme nombre de ya- 
leurs de h’, relatives aux solstices d’hiver. Soit (h’) cette somme. On 
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ajoutera semblablement ¢ valeurs de /’ relatives aux solstices d’éte, a 
¢ yaleurs de U relatives aux solstices d’hiver. Soit (/’) cette somme. 
Nommons pareillement (A) et (/) la somme de 22 valeurs, soit de A, 


soit de 7, on aura 


(hk) ——'3i — - 


(8) 


pL Sevens =) 


ws cos*é 
—— Ss 
6iB(u * sinte) 2 - 4ta2B h v?{ sin?e + es 
+162 _ e)(—=+=5)- — —=~—- 
q rs rt) 4 r's S Lh 
pot Pa 
S 
ss —, Cos*é 
1) —30iB ae en ee L Siok & ay ee pe 
(1) =32tB(i—¢q sinte) (53 4 73) — StaB, v*| sin €-+ s : mn P 
pt pe 
.1+3co0s26/S L , 
(h') = — 2 ————— (5 “1 =) (18 sin*e) 
2s i) 


sa S L 
+ 16¢B(1 + q" tang?) cos’e (= + =) 


: L ‘ 
+ 4taB, v sin?e — .————— ], 


/ 


(l') = 3atB(1+ q® tang’) cos*e fe + oa 
28 
ey er ee r 
+ 8iaB — v?| sin*?e — ————— 
yon oe a 


Dans ces expressions, les distances r et 7’ sont les moyennes distances 
du Soleil et de la Lune syzygie; en sorte que l’effet de la variation des | 
distances disparait, ainsi que la valeur de A. La valeur ‘de g? est 
moyenne entre toutes les valeurs de cette quantité, relatives aux 20 sy- 
zygies des équinoxes, et la valeur de q? est moyenne entre toutes les 
valeurs relatives aux 27 syzygies des solstices. 
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Les expressions précédentes donnent 


 .. 6i(14-3. 00820) ., S L 
(h) a On y=. SS 3 = sinte (© + =) 
-L Gare £) ; 
iF 2 
| Piette ca age 
+ 161B(1—aq*)sinte (3 + Zs) — 87aB = L v* sin*e, 
rs TAP 
(= ‘ 
i eae . ° . 2 S LE: . r3 é 
CEN pele ices $27 B(1 — 2q*) sin’e tH — 1670B j, 2" Sin*e, 
pi Pe 


la valeur de q? dans ces expressions étant une moyenne entre les va- 
leurs de g? et de g? relatives aux 4v syzygies des équinoxes et des 
solstices. On voit ainsi que (/) — (/’) est a peu prés double de 
(h) — (h’); la premicre de ces quantités est méme plus que double de 
la seconde & Brest, a cause du facteur t + 3cos29, qui est positif dans 
ce port. Voila donc un moyen simple de juger, par les observations, 
de l’effet des déclinaisons du Soleil et de la Lune sur les marées, et de 
comparer a cet égard la théorie aux observations. 


XI. 


Pour cela, j’ai fait usage des observations faites 4 Brest vers le com- 
mencement de ce siecle, et consignées dans le Recueil dont j’ai fait 
mention (art. I). J’ai considéré les deux syzygies entre lesquelles 
l’équinoxe ou le solstice était compris; j’ai pris la somme des hauteurs 
absolues de la mer au-dessus du zéro de l’échelle d’observation, le 
jour méme de la syzygie et les trois jours qui la suivent. Les hauteurs 
des deux marées de chaque jour ayant été trés souvent observées, j’al 
pris, pour hauteur absolue de la marée, la moyenne entre les hauteurs 
absolues des deux marées. Dans le tres petit nombre de cas, ot une 
seule des hauteurs a été observée, je l’ai corrigée pour la réduire a la 
hauteur moyenne, en faisant usage de l’exces d’une des marées sur 
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l'autre dans les solstices, excés que je déterminerai ci-apres. Pour 
avoir les marées totales, dans le cas ot la basse mer intermédiaire 
entre les deux marées d’un méme jour n’a pas été observée, j'ai con- 
clu par interpolation la hauteur de cette basse mer. 

C’est en discutant ainsi avec soin les observations, que j’ai formé 
la Table suivante : les hauteurs absolues et les marées totales de cette 
Table sont chacune la somme des huit hauteurs absolues et des huit 
marées totales, correspondantes aux huit jours des deux syzygies, con- 


sidérées dans chaque équinoxe et dans chaque solstice. 


TABLE I. 


MAREES DES SYZYGIES DES EQUINOXES. 


Hauteurs absolues. Marées totales. 
; 45.5 F pi e 
- 4 145,549 ToT, 219 
5 eee Si ; 
1714 eptembre alae 148,285 
1719, ) Mars-..eeees ees 143,028 145,444 
“* ( Septembre. .... 144,667 146,889 
FE 141,076 149,201 
1714. Septembre..... pe 
gh 141,368 151,076 
1713 hi Ma¥G. oss esis 145,639 150,056 
“* | Septembre..... 141,160 149,285 
1716 Yong Seer 140,701 156,743 
* { Septembre..... 138,924 145,007 
COLL cotta se 1421411 1493,201 
MAREES DES SYZYGIES DES SOLSTICES. 
Hauteurs absolues. Marées totales. 
; pi pi 
{711 ee nieunin Sie ofits So 132,207 126,368 
Décembre...... 140,278 130,361 
1712 fs re Pacers: 133,292 128,042 ; 
* ( Décembre...... 138,514 129 ,097 
{7L4. } B11 Paper ie aa 134,695 133,236 
Décembre...... 133,910 134,910 
SUD ede ote serie 133,710 130,799 
4743. { Décembre...... 131,854 137,063 
Décembre...... 133,938 139,542 
A746. sSuMgs = 2c Sear 133,660 140,729 


Tetalswazcy 1346, 113 1330,147 
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Jobserverai sur ces résultats que les deux syzygies du solstice de 
décembre 1711 ne comprennent pas ce solstice, le défaut des observa- 
tions des basses marées dans la syzygie qui suit ce solstice m’ayant 
forcé de considérer les syzygies du 25 novembre et du 9 décembre de 
la méme année. Par la méme raison, j’ai considéré, en 1716, les syzy- 
gies du 1 et du 15 septembre; ces derniéres observations n’ont point 
été imprimées dans le Tome IV de l’Astronomie de M. de la Lande, 
mais M. de Cassini a bien voulu me les communiquer manuscrites. 

Pour multiplier les observations, j’ai considéré, en 1711 et en 1714, 
les deux syzygies consécutives qui ont précédé et celles qui ont suivi 
chaque équinoxe d’automne; ainsi les premiers nombres de ces deux 
équinoxes sont relatifs aux deux syzygies dont l’une précede et l’autre 
suit médiatement l’équinoxe, et les seconds nombres sont relatifs aux 
deux syzygies, dont l’une précede et l’autre suit immédiatementl’équi- 
noxe. Pareillement, les premiers nombres du solstice de décembre 1715 
sont relatifs aux deux syzygies, dont l'une préceéde et l'autre suit mé- 
diatement le solstice, et les seconds nombres sont relatifs aux deux 
syzygies, dont l’une précéde et l’autre suit immédiatement le sol- 
stice. 

On voit, par la Table précédente, Vinfluence des déclinaisons du 
Soleil et de la Lune sur les marées totales des solstices; cette influence 
est si sensible, qu’elle s’est constamment manifestée dans les dix 
équinoxes et dans les dix solstices de cette Table, puisque le plus 
grand des nombres relatifs aux marées totales des solstices est plus 
faible que le plus petit des nombres relatifs aux marées totales des 
équinoxes. Dans les quatre premiers solstices, les marées totales sont 
plus faibles que dans les solstices suivants, parce que la position des 
neeuds de l’orbite lunaire a augmenté les déclinaisons solsticiales de 
la Lune en1711 et 1712. On peut donc regarder comme un phénomene 
incontestable que les plus fortes marées totales ont lieu 4 Brest dans 
les équinoxes, en entendant toujours par maree totale la demi-somme 
des deux marées d’un méme jour au-dessus du niveau de la basse 
mer intermédiaire. 

OLuvres de L. ~ XU. 7 
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Les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent pareillement sur 
les hauteurs absolues des marées, mais d’une maniére moins sensible 
que sur les marées totales; car la différence du total des hauteurs 
absolues des marées dans les équinoxes précédents, au total des 
mémes hauteurs dans les solstices, n’est que de 75”, 298, tandis que 
cette méme différence pour les marées totales est de 163?',054, et par 
conséquent plus que double de la premiére, comme cela doit étre par 
l'article X. 


XI. 


Comparons maintenant la théorie aux observations, et voyons si les 
déclinaisons des astres ont sur les marées la méme influence par les 


observations que par la théorie. On verra ci-apres que =; est a fort 


: S ; . 
peu prés triple de =» en sorte que l’on peut, sans erreur sensible, 


3 
faire cette supposition dans les termes de l’expression de (2) — (/’), 
multipliés par v*; cette expression, trouvée dans l'article X, devien- 
dra ainsi, en négligeant les produits de quatre dimensions de v et 


deg, 


(1) (2) —(U) = (2) sin?e — (L) sin?e Ga =o ') (2 — sin’); 


nous prendrons pour g? sa valeur moyenne entre les deux extrémes, 
qui ont lieu lorsque la syzygie arrive dans l’équinoxe méme, et lors- 
quelle arrive quinze jours apres; cette valeur est 


g*? =} sin? 14°30’. 


v est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l’intervalle 
de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les syzygies; on 
verra dans la suite que cet intervalle est de 24"39™. Le moyen mouve- 
ment correspondant de la Lune est de 12°47’, en ayant égard a l’argu- 
ment de la variation qui augmente constamment ce mouvement dans 
les syzygies. 

Pour déterminer la yaleur de «, nous supposerons, par un milieu, 
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que, dans les syzygies de la Table précédente, la syzygie est arrivée 2 
midi, et qu’elle précéde de 36'$ le maximum des marées. L’intervalle 
de deux marées consécutives du matin et du soir, vers les syzygies, 
étant pris pour l’unité, les intervalles du maximum des marées 3 la 
basse marée intermédiaire de chacun des quatre jours que nous ayons 
considérés dans chaque syzygie seront, par l’article suivant, 


1,98169, 0,58169, —0,41831, —1,41831. 


La somme de leurs carrés est la valeur de « qui, par conséquent, est 
égale a 5,0266. Cela posé, si l’on prend pour ¢ l’obliquité de l’éclip- 
tique, qui, 4 l’époque des observations précédentes, était d’environ 
23°20’, et si l’on observe que, par la Table I, on a 


(2) = 1493?', 201, 


Péquation (1) deviendra 


(2) — (U) = 2138, 347. 


La Table I donne 
(1) — (L') = 163Pi, 054; 


ainsi le résultat de l’observation est plus petit que celui de la théorie 
de 5oP!,293. Cette difference parait trop considérable pour pouvoir 
étre attribuée aux erreurs des observations; mais l’expression de 
(2) — (1), donnée par l’équation (1), suppose l’orbite de la Lune dans 
le plan de l’écliptique, tandis qu’elle lui est inclinée d’environ 5°; or, 
dans le plus grand nombre des observations solsticiales de la Table 1, 
les noeuds de l’orbite lunaire étaient disposés de manitre que, dans 
les solstices, la déclinaison de la Lune était de plusieurs degrés infé- 
rieure a l’obliquité de l’écliptique; on doit, par consequent, supposer 
< moindre que cette obliquité dans l’équation (1), et, pour réduire son 
second membre a la valeur de (2) — (/’), donnée par les observations, 
on trouve qu'il faut supposer ¢ égal & 20°24’. C’est encore a peu pres 
ce qui résulte des positions des noeuds de l’orbite lunaire dans les 
observations solsticiales de la Table précédente. 
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Cette Table donne 
(h) — (A') = 75ri, 208, 


(1) — (U1) = 1630, 054, 


et par conséquent l’exces de £(2) — £(/’) sur (A) — (A’) est, suivant 
les observations de cette Table, égal & 6Pi,229. Cet exces, par lar- 
ticle X, est égal a 


Inve 


2 


30(1+ 3cos29) . , (5 ) 


On a | Mémoires de [ Academie, année 1776, page 210 (')| 


38 é 

arg = oP', 7629; 
de plus, la densité 2 de la mer est, d’apres les observations faites sur 
l'attraction des montagnes, une petite fraction de la moyenne densité 

rs ; Peay . : et pe, bth 
de la Terre, en sorte que lon peut négliger la fraction “f vis-a-vis de 
'unité; la fraction © est égale &2°- L’angle ¢ doit étre supposé, par ce 
ul Cy la TPAC pa CS C2c C< a 4 dllelve s, x pp » pe ; 

qui précede, égal & 20°24’; enfin la latitude de Brest est de 48° 22'42’, 


ce qui donne & peu pres 
26 = 83°14'36", 


Cela posé, on aura 


30(1+3co0s26) ., /S | ale 
ax sin’?e( — + = ) = or", 037. 
g{i— al ‘ 
1 J 


mm 
Ce résultat ne differe que de 3?',808 de celui des observations, et 
cette difference est dans les limites des erreurs dont elles sont suscep- 
tibles. 
XII. 
Un phénoméne bien constaté par les observations est que les plus 
grandes marées n’arrivent pas le jour méme des syzygies, mals un ou 


ba 


deux jours apres. Pour le vérifier, j’ai ajoute dans chaque équinoxe 


(') OFuvres de Laplace, T. IX, p. 222. 
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et dans chaque solstice de la Table I les deux marées totales du jour 
méme de la syzygie; j’ai ajouté pareillement les marées totales des 
deux jours qui suivent la syzygie. Les premivres sommes ont été con- 
stamment plus faibles que les secondes, ce qui prouve que le phéno- 
méne dont il s’agit est tres sensible a Brest, puisqu’il s’est manifesté, 
non seulement dans l’ensemble de toutes les observations, mais encore 
dans chacun des équinoxes et des solstices de la Table précédente. 

L’intervalle dont le maximum des marées suit la syzygie est un 
élément important de la théorie des marées. Pour le déterminer par 
les observations, j’ai ajouté les marées totales de chaque jour dans les 
vingt syzygies équinoxiales et dans les vingt syzygies solsticiales de la 
Table I, en considérant les marées totales du jour méme de la syzygie 
et des trois jours qui la suiyent; j’ai trouvé les quatre sommes sui- 
vantes : 


(a) 692P',o1, 711,93, 722P!,93, 695Pi, 78, 


la premiere de ces sommes étant relative au jour méme de la syzygie; 
la seconde étant relative au premicr jour qui la suit; la troisieme 
somme étant relative au second jour; enfin la quatrieme étant relative 
au troisiéme jour apres la syzygie. L’ensemble de ces observations 
embrasse quarante syzygies, qui sont arrivées, les unes le matin, et 
les autres le soir; en sorte qu’on peut supposer par un milieu que, 
dans cet ensemble, le moment de la syzygie a été celui de midi. 

Si lon prend pour unité linteryalle de deux marées consécutives 
du matin et du soir vers les syzygies, et que l’on nomme € la distance 
de la basse marée intermédiaire entre les deux marées d’un jour quel- 
conque fort voisin de la syzygie & la syzygie supposée arriver 4 midi, 
les quatre sommes précédentes pourront étre représentées par la for- 
mule m+ nC — pC. En effet, supposons que & soit l’intervalle d’une 
marée du matin d’un jour quelconque fort voisin de Ia syzygie a la 
syzygie supposée arriver a midi, et que la hauteur absolue de cette 
marée soit exprimée par la formule a+ ba — cx’, en n’ayant égard 
qu’aux flux partiels dont la période est d’un demi-jour, les seuls que 
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lon doit considérer ici, parce que les effets des autres flux partiels se 
compensent dans les observations de la Table précédente; la hauteur 


absolue de la marée du soir du méme jour sera 
a+ b(x+1)—e(x+}4), 


et la hauteur de la basse marée intermédiaire sera 


2 


—a—b(x++)+c(r+}f). 
L’expression de la marée totale sera done 
2a— c+ 2b(x+})—2c(x+ 3); 


or 2 ++ est ce que nous ayons nommé ¢; les sommes (@) peuvent 
done étre représentées par la formule m+ nO — p?. 

Pour déterminer les coefficients m, n et p a leur moyen, il faut 
avoir les yaleurs de ¢ relatives & chacune d’elles. On verra ci-apres 
que, vers les syzygies, l’interyalle des marées consécutives du matin 
ou du soir est de 24°39™; on verra, de plus, que la marée du matin du 
jour de lasyzygie supposée arriver’ midi en est éloignée de 8"39™3o0%, 
en sorte que sa distance & la syzygie, comptée en intervalles des marées 


8h39™308 . 4, 
9°’; je Vaffecte du 
24% 3q™ 


signe —, parce qu’elle précéde la syzygie. On aura la distance & la 


consécutives du matin, pris pour unité, est — 


syzygie de la basse marée intermédiaire du jour méme de la syzygie 
en ajoutant } ala distance précédente, ce qui donne, relativement au 
jour méme de la syzygie, 

Sb3qg™305 


Yd 6 
ee Op FOIL 290. 
5 4 24% 3q™ ? 


On aura les valeurs de ¢ relatives au premier, au second et au troi- 
siéme jour gui suivent la syzygie, en augmentant successivement 
d’une unité cette premiére valeur de ¢. Ainsi l’on aura, relativement 
aux quatre nombres (a), 


Jt 


€=— 0,10120, 
C= 0,89875, 
C= 41,8985, 
C= 2,89875. 
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Maintenant, si l’on prend la seconde différence des trois premiers 
nombres (a) et la seconde différence des trois derniers, et que l’on 
prenne un milieu entre ces secondes différences, on aura la seconde 
difference finie de la formule m+ nt — pC, C variant de l’unité. Cette 
différence seconde est — 2p; on trouvera ainsi 


Pas TiP4g25: 


On ajoutera ensuite successivement aux nombres (a) les valeurs de 
p© que l’on obtiendra en donnant successivement a ¢ les quatre va- 
leurs précédentes, et l’on aura les quatre nouveaux nombres 


(bd) 693P',03, 721P!,01, 764P',36, 7g2Pi, 35; 


ces quatre nombres sont représentés par la formule m+ nC; en pre- 
nant les differences du premier et du second de ces nombres, du 
second et du troisieme, du troisieme et du quatriéme, et en prenant 
le tiers de la somme de ces trois différences, ce qui revient & prendre 
le tiers de la difference du premier et du quatriéme des nombres (0), 
on aura la différence premiere de la formule m-+ xT et par consé- 
quent la valeur de 7; on trouvera ainsi 


n= 33?! 1067. 
Si l’on retranche des quatre nombres (0) les valeurs correspon- 
dantes de nC, on aura les suivants 
(c) 696P', 38, 6g1P!,26, 7or1Pi,50, 696?!, 38; 
chacun de ces nombres est représenté par m; on aura done la valeur 
de m en prenant un milieu entre eux, ce qui donne 

m = 696?', 38. 
La formule m + nt — p@ devient ainsi 

696ri, 38 + 33Pi,1067F — 11P!,4g25f?. 

On peut la mettre sous cette forme 


(e) 720P!, 22 — 11P!,4925(€ — 1, 44036)’; 
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il est aisé de voir que les erreurs de cette formule comparée aux 
nombres (a) ne sont que les différences des nombres (c) a la valeur 
de m; ces erreurs sont, par conséquent, 


Oo, — dsP12,, + df ,19,, 0% 


elles sont dans les limites des erreurs dont les observations elles- 
mémes sont susceptibles. 

La formule (e) est & son maximum lorsque €=1, 44036. En multi- 
pliant cette valeur de ¢ par 24"39™, on aura 35°30™ pour Vintervalle 
dont le maximum de la marée totale suit la syzygie. Il est visible, par 
ce qui précéde, que cette quantité est encore lintervalle dont le 
maximum de la hauteur absolue de la marée suit la syzygie. 

Pour comparer, sur ce point, la théorie aux observations, nous 
remarquerons que la somme des valeurs de (/) et de (/’), trouvées 
dans Particle X, peut étre mise sous cette forme 


28 L 
Sab L re pl 
321 Bi = = = (1+ coste)} 1— mE Fc j y2 
& q i) 


Si on suppose «== 5 dans cette fonction, elle sera la somme des 
quatre nombres (a). La quantité « est la somme des valeurs de 


(£ —1,44036)* correspondantes & chacun de ces nombres. II est aisé 
d’en conclure que ces nombres sont représentés par la formule 


2S iL e 
/ S rs F 3 73 
th wa) +- cos*e) | 1 — —,—,5 0? (6 — 1, 44036)? 


Ss L 2 


4o BI 


3 
\7 


En comparant cette formule a celle-ci 
720P!, 22 — 1IP!,4g25(€ —1,44036)?, 


qui résulte de observation, on aura 


= i 1 —— i 4 
720P), 22 ee i 9, 
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Pour voir si cette équation est satisfaite, nous observerons que l’on 
a, a fort peu pres, 


L686 
oy eee a, 
de plus, on a par l’article XII 
vESacathal, €== 20°2h'; 


on trouve ainsi que le premier membre de cette équation devient 
13?',293. La différence d’avec le second membre peut étre attribuée 
aux erreurs des observations; ainsi la théorie est, sur ce point, d’ac- 
cord avec elles. 


BY 


Pour m’assurer encore plus de cette conformité, j’ai déterminé la 
somme des marées totales dans les syzygies de la Table I, relativement 
au jour qui précede la syzygie, et que je désigne par — 1, aujour méme 
de la syzygie, que je désigne par zéro, et relativement aux quatre jours 
qui la suivent, et que je désigne successivement par 1, 2, 3 et 4; j'ai 
obtenu les résultats suivants. 


TABLE II. 


Marées totales 


— — ———— 


des des 

Jours. équinoxes. solstices. 
pi pi 

Jigen Ae Gee lk eins 334,32 308,15 

Oop suderaien a ca enr rn taersieert 363,10 329,81 

Ly SEE See. ei sas swat aess STO 334,21 

PM MND OPI OT MCI re CANA ae 386 ,27 336,66 

SS Griaiecarcie ie an GeRIR Gare OMe Res cabetethe 366,32 329,46 

LS are IO REN, Oe Cee 335,14 306,23 


Les sommes des marées totales, tant des équinoxes que des sol- 
stices, correspondantes aux différents jours sont 
(q)  642r',47, 6gari,gt, 7r1Pi,73, 722Pi,93, 6g5r',78, 64rP!, 37. 


Si l’on prend une moyenne entre les differences secondes successives 
de ces six nombres, on aura 26?!,212, dont la moitié 13?',106 est la 


OFuvres de L. — XI. 8 
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valeur de p donnée par ces observations et que nous venons de trouver, 
par la théorie, égale & 13P',223, ce qui s’accorde aussi exactement 
qu'on peut le désirer. 

Nous verrons dans la suite que, en prenant un milieu entre les 
divers résultats des observations, la distance du maximum des mar¢es 
a la syzygie est, 2 fort peu prés, de 3630"; en divisant done 36",5 
par 24°39™, on aura cette distance en parties de Vintervalle des 
marées consécutives du matin et du soir vers les syzygies, et l'on 
trouyera 1, 48073. Cela posé, représentons chacun des six nombres (9) 
par la formule 

K — 13P', 223(€ — 1, 48073)?; 
en substituant pour ¢ ses diverses valeurs relatives aux jours — 1, 0, 


1, 2,3, 4 et qui, par l’article précédent, sont égales a 
—1,10125, —o,10125, 0,89875, 1,89875, 2,89875, 3,89875, 


on aura 
6K — 231Pi, 937 


pour la somme des nombres (¢) résultante de la formule précédente ; 
mais cette somme est égale & 4107"',19; partant 
K = 725?!, 188, 
et la formule précédente devient 
(r) 723P', 188 — 13Pi, 223(€ —1,48073)?. 
En y substituant successivement pour ¢ ses valeurs correspondantes 
aux jours de la Table I, on aura les six nombres 
635P',035, 6goP',0g5, 718Pi,709, 720P!,877, 6g6Pi, 5gq, 645P', 876; 
ces nombres, comparés aux nombres (q), donnent pour les erreurs 
de la formule 
ini 


-7P',435, —2P',815, + 6Pri,g79, —aPi,o53, + oPi,819, + Gri, 506, 


el l'on yoit que ces erreurs sont dans les limites de celles des obser- 


yations. 
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La valeur de K est, par l'article précédent, égale a 


NS) L : 
soB( = se =i] (1+ cos?e); 


on aura done 


pe 20(1+- Coste) 


En supposant, conformément a l’article XII, ¢ = 20°24’, on aura 
S L 
2B (S + =i == Tort, 240; 


c’est la valeur de la plus grande marée totale qui aurait lieu a Brest 
si le Soleil et la Lune se mouyaient uniformément dans le plan de 
’équateur aux distances 7 et 7’ de la Terre. 

On peut craindre que la formule (7) ne s’étende pas a des inter- 
valles aussi éloignés du. maximum que ceux que nous avons consi- 
dérés; mais on s’assurera facilement de son exactitude en déyelop- 
pant le radical 


/ u! cos? v! Ar oe cost ecleunmeaa ly ‘—o)+ 2 cost y f 
\ re r3 pis 2 . No T r3 


qui entre dans l’expression de y’; on trouvera que les termes multi- 
pliés par (9’ — ¢)* sont encore assez petits aux distances précédentes 
du maximum pour pouvoir étre négligés sans erreur sensible. 

Si l’on divise 723,188 par 1+ cos*e ou par I+ cos? 20°24’, on 
aura 384Pi,98. En multipliant cette quantité par 1—g’sin*e, l’ex- 
pression des marées totales des équinoxes de la Table II sera, par 


l’article X, de cette forme 
384P', 98 (1 — g? sin?e) — H(f —1, 48073)’, 


H étant un coefficient constant ou indépendant de ¢. On doit ici, 


comme dans l’article XII, supposer 


. » 
g?= 4 sin? 14°30’, go aneok'. 
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ce qui change la formule précédente dans celle-ci 
383P',56 — H(t — 1, 48073)?. 


On trouve de la méme maniére que l’expression des marées totales 
des solstices de la Table II est de cette forme 


384P!, 98 (1 + g? tangs) cos*s — H’(¢ —1, 48073)’, 


ce qui se réduit a 
33qP', 63 — H'(S — 1, 48073)?. 

Pour déterminer, par l’observyation, le rapport de H a H’, nous pren- 
drons dans la Table II la demi-somme des marées totales des équi- 
noxes correspondantes aux jours —1 et 4; en la retranchant de la 
demi-somme des marées totales des équinoxes correspondantes aux 
jours 1 et 2, nous aurons 47,165 pour la difference. Nous considére- 
rons semblablement les marées totales des solstices de la Table II, et 
nous aurons 28°, 245 pour la difference. Cela posé, on aura 


H : H’:: 47,165 : 28, 245. 
/ b 


On voit ainsi que, suivant les observations, les valeurs de H et de H’ ne 
sont pas égales entre elles et que, la premiére étant supposée 47,165, 
la seconde est 28,245. 

Ce résultat de observation est conforme a la théorie, car il résulte 
de l'article X que l'on a 


2 J 28 
—; cos*é —- 

H:W’ r = 3 inte 
>: H':: ———— + sin*e : —_———_ — sin’. 
Ss i a » Me 
n+p a thas 


Ces deux derniéres quantités sont dans le rapport de 0,56075 a 
o,37850; ainsi, H étant supposé 47,165, H’ est égal & 32,09, ce qui 
différe peu du nombre 28,245 donné par l’observation. La théorie 
s‘accorde done parfaitement avec les observations sur la loi de la 
diminution des marées des équinoxes et des solstices, 4 mesure 
qu’elles s’cloignent de l’instant de leur maximum. 
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XV. 


Les marées du soir surpassent, & Brest, celles du matin dans les 
solstices d’été; elles en sont surpassées dans les solstices d’hiver. 
Pour déterminer la quantité de ce phénoméne, j’ai ajouté, dans dix-sept 
syzygies vers les solstices d’été, l’excés des marées du soir sur celles 
du matin, le premier et le second jour apres la syzygie. Le maximum 
de la marée tombant a peu pres vers le milieu de ces deux jours d’ob- 
servation, la variation journaliere de la hauteur des marées est insen- 
sible dans le résultat, qui ne doit, par conséquent, renfermer que 
’excés des marées du soir sur celles du matin dans les syzygies des 
solstices d’été. La somme de ces exces dans les 34 jours d’obseryation 
a été de 18P', 882. am 

Jai ajouté pareillement l’exces des marées du matin sur celles du 
soir dans onze syzygies des solstices d’hiver. La somme de ces exces 
dans les 22 jours d’observation a été de 12?',655. En prenant un 
milieu entre ces deux résultats, l’exces d’une marée du soir sur celle 
du matin, dans les syzygies des solstices d’été, ou d’une marée du 
matin sur celle du soir, dans les syzygies des solstices d’hiver, est de 
oP, 563. 

Par l’article IX, cet exces est égal a 


a) 


—2A sine cose (& + = cos(A—y); 


cette fonction, a Brest, est donc égale & o?, 563. 


XVI. 


Si dans la Table I on ajoute séparément les hauteurs absolues des 
marées des cing solstices d’été, on aura 667,619 pour leur somme. 
Relativement aux cing solstices d’hiver, cette somme est 678?', 494 
plus forte que la premiere de ro?!,875. L’influence de la plus grande 
proximité du Soleil en hiver qu’en été se manifeste done dans ces 


observations. 
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Suivant l'article IX, on aura la différence des hauteurs absolues de 
la mer, dans les solstices d’hiver et dans les solstices d’été de la 
Table I, en multipliant la demi-somme des marées totales de ces sol- 
stices par la yariation de la fraction = du solstice d’hiver au solstice 
d’été, la distance moyenne du Soleil & la Terre étant prise pour unité, 
et en multipliant encore ce produit par le rapport de l’action du Soleil 
a la somme des actions réunies du Soleil et de la Lune, rapport qui est 
égal a +. On aura ainsi 8P,50 pour cette différence, ce qui ne différe 
que de 2”',37 du résultat de lobservation. 

L’influence de la plus grande proximité du Soleil en hiver se mani- 
feste encore dans les marées totales de la Table I; la somme des 
marées totales des cing solstices d’été est 659"',174, et cette somme 
pour les cing solstices d’hiver est 670P!,g973, plus forte que la pre- 
miere de 11°, 799. 

Par l'article IX, cet exces est égal a 


=pi 2 =} * 5 L j 
i7P',o — 8oA sine cose ip sin(A—y). 


En égalant cette quantité & 11?', 799, on aura 


‘§ ee 
— 2A sine cose + 3) sin(h — 7) = 0m 135 


ré / 


mais on a, par l'article précédent, 


ra \ 


— 2A sine cose (. + i) cos(A — y) = opi, 563. 


r3 


On aura ainsi 


0,13 
tang (A — hg = — 
&( ) 0,063" ; 
ce qui donne 
: } ——¥ —T9°o'. 


Il semble par la que les marées de la seconde espece, ou qui 
dependent de langle né- a, se rapprochent du passage des astres 
au meéridien d’enyiron une heure plus que les marées de la pre- 
miére espece, qui dépendent de langle 2nt — 20; mais il faudrait 
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avoir un plus grand nombre d’observations pour étre assuré de 
existence et de la quantité de ce phénomene. Le moyen le plus 
précis pour cet objet est de comparer les deux basses marées con- 
sécutives du méme jour, dans les syzygies des solstices; mais le 
recuetl des observations faites 2 Brest, dont nous avons fait usage, 
ne marque, le plus souvent, que les basses marées intermédiaires 
entre les pleines mers de chaque jour. 


XVI. 


Nous avons observé dans l’article IX que, suivant la théorie, les 
marées dans lesquelles la Lune est périgée doivent surpasser celles 
dans lesquelles cet astre est apogée. Ce phénomene est indiqué par 
les observations d’une manieére tres sensible, soit dans les syzygies, 
soit dans les quadratures. 

Pour comparer, sur ce point, la théorie avec les observations, j’al 
ajouté, dans douze syzygies ott la Lune était yers son périgée et dans 
les douze syzygies voisines et correspondantes ou la Lune était vers 
son apogée, les marées totales du’second et du troisieme jour apres la 
syzygie. Ces marées sont tres peu différentes de leur maximum dont 
elles sont tres voisines. La Table suivante renferme leurs hauteurs, 
avec les demi-diamétres correspondants de la Lune et ses déclinai- 


sons. 
TABLE III. 
Marées Demi-diamétres Déclinaisons 
totales. de la Lune. de la Lune. 
4714. Janvier. 16.... 40,979 16.33 17.44 
Bh ona FORRES: 14.48 13.40 
Avril DA 40607 16.48 12.40 
DGs aNd 5 LOO 14.46 16.56 
Aotit LOS ah 12 LON 14.54 i. 0 
Dierine Wes eG) 16.44 6. 0 
Septembre 8.... 32,688 14.46 2.20 
Nee bo PNA Ayla ke 16.48 4.15 
Octobre 8.... 32,896 14.48 g.10 
D3 Al, Goo 16.39 133 0 
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TABLE III (suite). 


Marées Demi-diamétres Déclinaisons 


totales. de la Lune. de la Lune. 
pi coe .. 
{715. Mars 5. 44,042 16.40 1.50 
BOs. RALsoCoa 14.47 3.20 
Avril FRA. 8 §3, 306 16.48 8.20 
18.... SE .g44 14.46 12.40 
Octobre 12.... 44,396 16.44 9.20 
B9cc.6 Lasts 14.45 13.20 
Novembre 11. .. 42,229 16.48 16.30 
a6...; 30,957 14.48 1g. 0 
1716. Mai 6.... 31,549 14.47 16.20 
St. gt fOl G17 16.48 17.45 
Juin ee Ps 14.46 1g. 0 
IQY ain ME EA 16.43 19. 0 
Juillet g:..%.) 3e;028 14.54 18. 0 
1° SM: i ey 16.26 16,50 


Dans cette Table, tous les demi-diamétres de la Lune sont ou plus 
grands que 16’ ou plus petits que 15’, et les marées totales qui cor- 
respondent aux premiers sont constamment plus grandes que celles 
qui correspondent aux seconds. 

Si lon ajoute ensemble les marées totales correspondantes aux 
demi-diamétres de la Lune plus grands que 16’, on aura 505",890; 
pareillement, la somme des marées totales correspondantes aux demi- 
diamétres de la Lune plus petits que 15’ est de 383P',627. La diffe- 
rence de ces deux sommes est de 122?',263. Vovons ce qu'elle doit 
étre par la théorie. 

On aura ainsi cette difference, par l’article IX, en négligeant les 
quantites dépendantes de (A’), et qui sont insensibles dans la Table 
précedente, soit par elles-mémes, soit parce que les déclinaisons de 
cette Table sont alternativement boréales et australes, en sorte que 
les quantités (A’) se détruisent mutuellement. 

On prendra le demi-diamétre moyen de la Lune dans les vingt obser- 
vations de la Table; ce demi-diamétre est de 15’45’,1; on multipliera 
dans chaque observation le carré du cosinus de la déclinaison de la 


Pu 


Lune par le cube du rapport de son demi-diamétre & 15’45’,1. En 
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faisant une somme de ces produits relatifs aux douze observations dans 
lesquelles le demi-diamétre de la Lune surpasse 16’, on aura 13,5846. 

En faisant une somme des mémes produits relatifs aux douze obser- 
vations dans lesquelles le demi-diamétre de la Lune est au-dessous de 
15’, on aura 9,3628. 

La différence de ces deux sommes est 4,2218; en la multipliant par 
4B r’ étant la moyenne distance de la Lune & la Terre dans les 
syzygies, on doit, par l’article IX, retrouver & peu pres la différence 
observée 122P', 263. 

On a, par article XIV, 


S F 
2B (2 +- =i) = 19P!, 249. 


r> r 


a] 


De plus, on verra dans la suite que = est, & tres peu prés, le tiers 


3 


de “a? r’ étant ici la moyenne distance de la Lune a la Terre, distance 


qui, & raison de largument de la variation, est d’environ >, 


ap plus 


grande que la moyenne distance de la Lune dans les syzygies; nous 


ferons done 
8 oy ME 


> 


8 123 3 


~ 


r’ étant relatif aux distances syzygies. Nous aurons ainsi 


163 L ; 
Tan 2B5 = 19} , 249, 


dou lon tire 
ty 
4,2218.4B a= 122P!, 644, 


ce qui est d’accord avec le résultat 122?',263 donné par l’observa- 
tion. 
Les observations de la Table précédente peuvent servir a déter- 
. S L . , 
miner la valeur de 2B( + mi)" En effet, si ’on ajoute les marées 
totales de cette Table, on a pour leur somme 889,517. En ajoutant 
ensuite tous les produits des carrés des cosinus des déclinaisons de la 


OEuvres de L. — XII. 9 
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Lune par les cubes des rapports des demi-diametres correspondants 
de la Lune & 15’45”,1, on a 22,9474 pour la somme de ces produits. 
Cette somme aurait été, & fort peu pres, égale a 24 si la Lune eut été 
constamment dans le plan de |’équateur; mais elle est plus petite a 
raison des déclinaisons de la Lune, et l’on peut supposer dans la 
Table If] que, relativement au Soleil, la somme des produits des 
earrés des cosinus de ses déclinaisons, par les cubes des rapports de 
ses demi-diamétres correspondants & son diamétre moyen, est encore 


22,9474; il faut done, pour avoir la somme des marées totales de la 


Table III, multiplier (B(S + oI par 22,9474, ce qui donne 


dott l'on tire 
ed + =) = rgri, 381. 


7 


; . . L 
On doit observer que, dans cette équation, la valeur de — est moyenne 
entre les deux valeurs de cette quantité; mais cette valeur moyenne 
est plus grande que celle qui convient & la distance moyenne syzygie 
de la Lune. En effet, si l'on prend le demi-diamétre moyen de la Lune, 
dans les douze syzygies périgées de la Table, on aura 1002”,35 pour ce 
demi-diamétre; le demi-diametre apogée est 887’,85, et le demi-dia- 
’ Kiva inecu 
métre moyen est 945’,10. Représentons par g la valeur de ~; qui con- 
vient & ce demi-diametre moyen; on aura g.1,01102 pour la moyenne 
‘ L ; Tee 
entre les deux valeurs extrémes de —;- Il faut donc, pour réduire la 
valeur précédente de 2B(% + +) a1 » dist ie d 
aleur précédente i + 773) a la moyenne distance syzygie de 


la Lune, en retrancher 2Bg.0,o01102; or ona 


la quantité & soustraire est donc oP, 16007; mais il faut, d’un autre 
cote, ajouter oP',ogo, parce que les marées de la Table ne se rap- 
portent point 4l’instant du maximum, etl’on trouve, par l’article XIII, 


MEMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. 67 


qu’elles sont par la diminuées de o?!,ogo. On aura done ainsi 


S L é 
2B(S + =O atk; 
re re ? 
ce qui differe tres peu de la valeur to?',249 que nous avons trouyée 
dans l’article XIV. 


XVII. 


Les hauteurs absolues des marées de la Table I ne sont pas comptées 
du niveau d’équilibre que prendrait la mer sans l’action du Soleil et 
de la Lune; elles sont comptées du zéro de l’échelle d’observation, qui 
est abaissé de plusieurs pieds au-dessous du niveau d’équilibre. Soit ¢ 
la hauteur de ce niveau au-dessus de zéro de l’échelle d’observation, 
et nommons / la quantité 


peo ope 


1+ 3cos28 (= . =); 


on aura par l’article X et par les observations des équinoxes de la 


Table | 
1harPi, 411 — 80e + 80 f = +(1493?', 201). 


: ee , : i ; 2S 
Si Pon néglige, dans l’article XII, la fraction +5 on trouvera par cet 


article 
80:7 == a9 a4 


’équation précédente donnera ainsi 
@= 8P!,7792. 


On aura pareillement, par l’article X et par les observations des sol- 
stices de la Table I, 


1346P',113 — 80e + 80 f(1 — 3 sin?e) = 4(1330P', 147); 
en faisant ¢ = 20°24’, cette équation donnera 


e — Sri, 7316, 
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Ces deux valeurs de e sont fort peu différentes; en prenant entre elles 


un milieu, on aura 
e = 8Pi, 7554. 
On peut ainsi, dans chaque port, déterminer le véritable niveau 


d’équilibre de la mer. 
XIX. 
Des hauteurs des marées vers les quadratures. 


Pour déterminer ces hauteurs, nous reprendrons les expressions 
completes de y, y et y” de Varticle IX, et nous observerons que, si 
l'on augmente ou si l’on diminue l’angle 9’ de go®, on aura, en rédui- 
sant y’ et y” en série et en supposant 9’— 9 peu considérable, comme 


cela a lieu vers les quadratures, 


‘ “ o . ‘ 
; 1+3cos29 [S ore L eae, 
y'=—- —— —(1— 3sin®?v) + —(1—3sin*v’) ]> 
E ( £) 73 ) 773 ( ) 
og(t— — 
: 3) 
3 cos? v —, cos? vy’ 
= B(+costw— 5 cost Pg uta Cs HR ete ‘— o)? 
B han ro L A raat ? : 
=z COS? v' — — cos? Vv 
— b etehaye sv’cos(A—y) ,5 arn a ee 
S eta cosv cos(A—y) =! >a Sin cosv cos(A — y) 


S Hi ; 
. — cos? Vv — cos? Vv 
L Pee : re 
1 Ve nptig he fy eS ALAN 
2B 773 COS*V 73 00S v) +4B L a (o'— )*, 
— cos? v’— —cos?v 
r'3 r3 


le signe + ayant lieu vers le premier quartier et le signe — ayant lieu 
vers le second quartier de la Lune. 
L’exces de la marée du matin sur celle du soir, dans les quadratures 


de l’équinoxe du printemps, sera 


Oy 
2A —; sine cose cos(A — 7). 
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Dans les quadratures de l’équinoxe d’automne, cette quantité sera 
exces des marées du soir sur celles du matin, et, comme elle est 
negative par l’article XV, il en résulte que, dans les quadratures des 
équinoxes du printemps, la marée du soir surpasse celle du matin, et 
qu’elle en est surpassée dans les quadratures des équinoxes d’au- 
tomne. 
_ En considérant les expressions précédentes de y’ et de y’, on voit 
d’abord que les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent sur les 
hauteurs absolues de la mer et sur les marées totales des quadratures;: 
en sorte que, toutes choses égales d’ailleurs, les plus grandes de ces 
marées totales ont lieu vers les solstices ot la déclinaison de la Lune 
est nulle dans les quadratures, et les plus petites ont lieu vers les 
équinoxes ou, dans les quadratures, la Lune est & son maximum de 
déclinaison. On voit ensuite linfluence des distances du Soleil et de 
la Lune sur ces marées. 

Si, dans un nombre 7 d’équinoxes du printemps, on considere les 
deux quadratures voisines entre lesquelles chaque équinoxe est com- 
pris; si l’on considére pareillement dans le méme nombre d’équi- 
noxes d’automne les deux quadratures voisines qui comprennent 
chaque équinoxe; si l’on ajoute ensemble les hauteurs moyennes 
absolues du jour méme de la quadrature et des trois jours suivants; 
enfin, si l'on nomme (H) la somme de toutes ces hauteurs, on aura, 
en négligeant les quantités insensibles et en suivant l’analyse par 
laquelle nous avons déterminé la valeur de (A) dans Varticle X, 


2t(1+3cos28)fL, Lge 
ae | ga (1— 3 sin e) 4 =| 
s(:-¥%) 


5. 
+ 16iB (77 costs — =) +16°(Bq? sinte( se - =) 


r ae as 


258 \ 


: L , 7 
— hia’ Bue sin? ¢ + 
Tiel =< 
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Si l'on nomme (L) la somme des marées totales correspondantes, 


on aura 


f S up S 
ee ee a2 pet 4 2 ejn2 ones a 
(L) = 327B (<5c08 mes + 32¢Bq" sinte | 3 + 75 
/ 28 
E : es 
+ 8ia'’B—v2{ sin?e—+ ———— 
ai L ens: 
— ee 


En considérant de laméme maniére les quadratures d’un nombre ¢ 
de solstices d’été et celles du méme nombre de solstices d’hiver, et en 
désignant par (H’) la somme des hauteurs absolues des marées du 
jour méme de la quadrature et des trois jours suivants, et par (L’) la 
somme des marées totales correspondantes, on aura a trés peu pres 


: 21(1-+ 3 cos24 é : : 
(H’)=—- bt. eel, E -+ 5 (1—8sinte)| 


, 30 rs 
g [— — 
: a) 


oo L S ‘ 
+-167B (= = coste —167Bg? sin*e (= “+ =) 


re 
28 ; 
—~ GOS" 
3 
—hia'B bis sin?e — aes ince ? 
r'3 L S 2 
= — = coste 
e I r 
Ls Bae 
F ae ° tee end +2 ee , 2 ej n2 Jen ao ap 
(L') = 32:B (= “a cose) — 321Bq* sin®e| + =) 
28 
7 —~ COs‘ 
—8ia/ Bu" sin® : 
~ Sid Bot sinte— ——>—-2 
ri L Ae 
773 — ee E 


Dans ces expressions de (H), (L), (H’) et (L’), 7 est la moyenne 
distance du Soleil 4 la Terre; 7’ est la moyenne distance de la Lune 
dans les quadratures, distance qui, & raison de l’argument de la va- 
riation, differe un peu de la moyenne distance de cet astre dans les 
syzygies; g est la moyenne distance angulaire du Soleil et de la Lune 
au solstice ou 4 l’équinoxe, a l’instant de la quadrature; en sorte que 
q est une moyenne entre toutes ses valeurs relatives aux diverses 
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quadratures que l’on considere; ¢ est la plus grande déclinaison de la 
Lune; v est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l’inter- 
valle de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les qua- 
dratures; enfin, cet intervalle étant pris pour unité, « est la somme 
des carrés des quatre intervalles de l’instant du minimum des marées 
dans les quadratures, 4 l’instant de la basse marée intermédiaire entre 
les deux marées d’un méme jour dans chacun des quatre jours que 
on considére dans chaque quadrature. 

Les expressions précédentes donnent 


(Hija ee (a cig 
3p r'3 r3 y 
a8) 


’ PE ENGt/ Ly S 
8ia'B( (= 4- >) sin*e coste 


L ee 5 L s cat 
— cos?e — — } (| —- — — cos?e 
pia 73) \ pi oat DS ) 


> 


‘ S 
(L') —(L) = 30 B( = + 5) sin?e(1— 2q?) 


e | ae a F S ' 
1622'B( — =; + — )v? sine cos*e 
rl its 5 r3 


Diner O27, tes Bean 
pat © wpa ( 5 a ieee 7) 


On voit ainsi que les marées des quadratures des solstices l’emportent 


sur les marées des quadratures des équinoxes. 


XX. 


Pour comparer sur ce point la théorie aux observations, j’at consi- 
déré les observations des marées dans les quadratures de la méme 
manivre que les observations des marées des syzygies de la Table |, 
c’est-a-dire que, dans chaque équinoxe et dans chaque solstice, 
j’ai considéré les deux quadratures consécutives entre lesquelles 
il est compris. Dans chaque quadrature, j’ai pris la somme des hau- 
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teurs moyennes absolues de la mer et celle des marées totales du jour 
méme de la quadrature et des trois premiers jours qui la suivent. La 


Table suivante offre les résultats que j'ai obtenus; chacune des hau- 
teurs absolues et des marées totales de cette Table est le résultat des 
huit hauteurs absolues et des huit marées totales des huit jours d’ob- 


servation, considérés dans chaque équinoxe et dans chaque solstice. 


1711. 


1712. 


1714. 


17418. 


1716. 


1743: 


1712. 


TABLE IV, 


MAREES DES QUADRATURES DES EQUINOXES. 


Hauteurs absolues. Marées totales. 
pi pi 

Septembre. .... 99,993 66,611 

| Maris scsue ms - 103,444 67,007 
; Septembre..... 103,632 67,618 
Septembre..... 102,472 65,431 

\ Septembre. .... 106,764 72,514 
{ Septembre..... 101,354 71,042 
er 103,785 71,493 
MBEB gcc sian aa 98 , 764 ge re Ate: 
Waray ie. sank 2 96 5444 71,945 
Septembre..... 103,944 72,653 
Total as ot 1020, 596 699 ,029 


MAREES DES QUADRATURES DES SOLSTICES. 


Hauteurs absolues. Marées totales. 
pi pi 
POUR ets hem sa 106,361 78,347 
SHES). Ree ae es 113,319 84,111 
DP ee ee ie eae 106,819 80,611 
SUN wae ar 106,722 80,035 
| C1: a AN ee 107,896 82,604 
Décembre...... 103,181 81,535 
ne FRI. 6G os dere 106,792 84,146 
* { Décembre...... 106,660 83,160 
\ 1, ees 108 ,458 86,028 
a rer ae eee 103 ,.j03 78, 160 

ROAR ors cae Fo 1067, 611 818,737 


Jobserverai sur ces résultats que le défaut des observations des 
basses marées m’a forcé, dans les quadratures du solstice d’hiver de 
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1714, de considérer les quadratures du 31 décembre de cette année et 
du 15 janvier 1715. Pour multiplier les observations, jai considéré, 
en 1712 et 1714, les deux quadratures consécutives qui ent précédé et 
celles qui ont suivi l’équinoxe d’automne; en sorte que les premiers 
nombres de ces équinoxes, dans la Table précédente, sont relatifs aux 
deux quadratures, dont l’une précede et l’autre suit médiatemeat cet 
équinoxe, et les seconds nombres sont relatifs aux deux quadratures, 
dont l’une précéde et l'autre suit immédiatement l’équinoxe. On doit 
faire une remarque semblable sur les nombres relatifs aux équinoxes 
de mars 1716 et aux solstices de juin 1712, 1714 et 1716. J’aurais bien 
désiré de pouvoir considérer autant de solstices d’hiver que de sol- 
stices d’été; mais le défaut d’observations ne me l’a pas permis. 

On voit par la Table IV que, conformément a la théorie, les marées 
totales des quadratures des solstices l’emportent sur les marées totales 
des quadratures des équinoxes. Ce phénomene est si sensible, que le 
plus petit des nombres relatifs aux quadratures des solstices surpasse 
le plus grand des nombres relatifs aux quadratures des équinoxes. 

Nous retrouyons ici l’influence de la position des neeuds de lorbite 
lunaire en 17114 et 1712, influence que nous ayons observée dans I’ar- 
ticle XI. Les marées totales des quadratures des équinoxes de ces 
deux années sont plus faibles que celles des années suivantes. 

Les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent pareillement sur 
les hauteurs absolues des marées, mais d’une maniere moins sensible 
que sur les marées totales; car la différence du total des hauteurs 
absolues des marées dans les solstices précédents au total de ces 
mémes hauteurs dans les équinoxes n’est que de 47”',015, tandis que 
cette méme différence pour les marées totales est de 11g?', 708, et par 
conséquent plus que double de la premiére, comme cela doit étre par 
Varticle XIX. 


XXI. 
Comparons maintenant la théorie aux observations; pour cela, nous 


allons reprendre l’expression de (L’) — (L) de l’article XIX et évaluer 
OEuvres de L. — XI. 10 
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ses différents termes. Considérons d’abord le terme 


32¢B (= + =) sin?e¢. 


Nous verrons dans la suite que l’on a, dans les moyennes distances, 


plese 


Wea as, 


mais, 3 Pag de argument de la variation, la valeur de 7’ est plus 


grande de ;+, dans les bagi ae que dans les moyennes distances, 


420 


ce qui diminue la valeur de = et la réduit & 2 de sa valeur moyenne; 


nous ferons donc, dans les quadratures, 


. Ss ’ ’ 
Quant & la valeur de B->, nous observerons que l'on a, par l’ar- 
ticle XIV, 

S L 
2B ba) = 198", 2493 


mais, dans cette équation, 7’ est la moyenne distance de la Lune dans 
les syzygies, et cette distance est, & raison de l’argument de la varia- 
tion, plus petite de ;5, que la moyenne distance de la Lune, ce qui 


| + égal a“ de sa valeur moy : ‘gal } 
rend = égal a ;, de sa valeur moyenne, et par conséquent egal a 


- L’équation précédente donne ainsi 
) 
Be == OP S010 


on aura, par conséquent, en observant que z= 5, 


; 
SS 
7 ey) 


321B (4+ - 5) sin?e = 1483P', 21 sin?e. 


Le terme 


3 64uB (2 5 5)a sine 
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de l’expression de (L’) — (L) devient 
— 92?', 984 sine, 


en y supposant, conformément a l’article XII, 


g?= 4 sin? 14°30’. 


; Ea 74/ a NS) : 
162! B( 7 =e ) v® sin?e cose 
r TL: lp 


VV Bie Bt ees 
acer h— =) yi == ge a 


de la méme expression ne peut étre évalué, & moins que |’on ne con- 
naisse la valeur de l’angle <. Nous allons voir bientot que cet angle 
doit étre supposé, a fort peu pres, de 19°4. Nous observerons ensuite 
que l’on a, par l’article suivant, 


Le terme 


D’ailleurs v est le moyen mouvement synodique de la Lune dans les 
quadratures, dans l’intervalle de deux marées consécutives du matin 
ou du soir vers le minimum des marées, intervalle que nous verrons 
ci-apres étre égal & 25"14™rxo08. On aura ainsi, en ayant égard & l’argu- 
ment de la variation, 

v = 12°34'35"; 


cela posé, le terme précédent devient 
— 423P',65 sin’e. 
L’expression de (L’) — (L) donne par conséquent, lorsque 7= 5, 


(L’) — (L) = 966r', 60 sine. 
La Table IV donne . 
(L') — (L) = 119,708; 
mais, dans cette Table, il y a huit solstices d’été et deux solstices 
d’hiver. Dans les solstices d’été, le Soleil, plus éloigné de la Terre, a 


moins d’action pour diminuer les marées des quadratures; ces marées 
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i 9) 


en sont done augmentées de la différence de 2B d sa valeur 


bd ag? , ’ 
moyenne. Dans les solstices d’été, la valeur de 7 est augmentée d’en- 


. . . S > . S p > 
, ce qui diminue 2B d’environ ;,B 5. Il faut done multi- 


ing Re 
viron a 7 


50 
plier cette dernitre quantité par 48, qui est l’exces du nombre des 
jours considérés dans les solstices d’été sur celui des jours considérés 
dans les solstices d’hiver, ce qui donne r1?', 366, qu’il faut retrancher 
de la somme 818?',737 des marées solsticiales de la Table IV, pour 
avoir la somme que l’on aurait eue si l’on avait considéré autant de 
solstices d’hiver que de solstices d’été. On aura ainsi 807?',371 pour 


cette somme, ce qui donne, pour le résultat de observation, 
(L') — (L) = 108r', 342. 


Maintenant si, dans le résultat 966", 6o sine? de la théorie, on suppose 
-=19°4, il deviendra 107”,70, ce qui ne différe que d’environ un 
demi-pied du résultat de ’obseryation, et ce qui prouve la justesse de 


la valeur supposée pour «. 


XXII. 


Le minimum des marées totales n’a point lieu le jour méme de la 
quadrature; il suit cette phase du méme intervalle dont le maximum 
de la marée totale suit la syzygie. Nous avons déterminé, dans l’ar- 
ticle XIII, cet intervalle par la loi des marées totales vers les syzygies; 
voyons si la loi de ces marées vers les quadratures conduit au méme 
resultat. 

Pour cela, j'ai ajouté s¢parément, dans les quadratures de la Table IV, 
les marées totales relatives & chacun des quatre jours que j’ai consi- 
déres dans chaque quadrature, et j’ai obtenu les nombres suivants : 


(a') 397P',55, 349P',53, 357P!,46, 413Pi, 23, 


Le premier de ces nombres est la somme des marées totales relatives 
au jour méme de la quadrature; le second est la somme des marées 
totales relatives au premier jour qui la suit; le troisiéme est la somme 
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relative au second jour, et le quatrieme est la somme relative au troi- 
sieme jour. Chacune de ces sommes est le résultat de quarante jours 
(observation, dans lesquels, la quadrature étant arrivée alternative- 
ment le matin et le soir, on peut supposer, par un milieu, que, dans 
toutes ces observations, la quadrature est arrivée a midi. 

Prenons pour unité l’intervalle de deux marées consécutives du 
matin ou du soir, vers les quadratures, et nommons € la distance de la 
basse marée intermédiaire entre deux marées d’un jour quelconque, 
fort voisin de la quadrature, a la quadrature supposée arriver & midi. 
On s’assurera, comme dans l’article XIII, que les sommes (a’) peuvent 
étre représentées par la formule m’ — n’'C+ p’@. 

On verra, ci-apres, que la quadrature étant supposée arriver a midi, 
la marée du matin du jour méme de la quadrature précede le midi de 
3°33™36%. On verra d’ailleurs que l’intervalle de deux marées consé- 
cutives du matin ou du soir vers les quadratures est de 25"14™ 10%; on 
aura donc, relativement au jour de la quadrature, 


I oso 30" 
(So i ae 258 14™ 10° = 0,10893. 


En augmentant ¢ successivement d’une, deux et trois unités, on aura 
les valeurs de ¢ relatives au premier, au second et au troisi¢me jour 
qui suivent la quadrature. 

Maintenant, si l’on suit exactement le procédé de l'article XIII, on 
trouvera que la formule m’ — n’'C + p'? devient 


hosPi,77 — 78P!, 2667€ + 25P!, 9479 0?, 
expression que l’on peut mettre sous cette forme 
(e’) 346r',75 4+- 25P!, 9475 (€ —1,50817)?. 


En donnant successivement a ¢ les quatre valeurs précédentes, on aura 
quatre nombres qui doivent représenter les nombres (@’ ), et qui, com- 
parés 4 ces nombres, donnent, pour les erreurs de la formule, 


oPi,oo, —1P!,35, + 171,35, oPi,oo. 
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Ces erreurs étant fort petites, on voit que la formule (e’) a toute 
l’exactitude qu’on peut désirer. 
Cette formule est 2 son minimum lorsque €=1,50817; en multi- 
pliant cette valeur de C par l’intervalle de 2551 4™ro0%, que nous avons 
pris pour unité, on aura 38"4™ pour lintervalle dont le minimum de 
la marée totale suit la quadrature. Par l'article XIII, le maximum de la 
marée totale suit de 35"3o0™ la syzygie, d’ot il résulte que le minimum 
doit suivre du méme interyalle la quadrature. La différence entre les 
résultats donnés par les observations des syzygies et par celles des 
quadratures est 2534™; cette difference est dans les limites des er- 
reurs des observations. 

Pour comparer la théorie & la formule (e’), nous observerons que la 
somme des valeurs de (L) et de (L’) de l'article XIX est égale a 


aS LY L ; S I 
\ = =z | zy (1 — cos*e + costs) — — costs | — av? 
P r r 3 rs re 4 
4k ii —————— = 


PEW Bee PY Ce Pe es 
en Se aa peo te =) 
k étant égal a 
, L 5 
8 1B (i — =) (1 +4- cos*e). 


r 


Si l'on suppose «= 5 dans cette formule, elle sera la somme des 
quatre nombres (a’); il est facile d’en conclure que ces nombres 
seront représentés par la formule 


5 L Li 
k \ oe 3 7/3 Fae — COS7é + cose) — = coste| _— 1,50817)? 


RTO ET RET eee lants 
e coSs*é — ) (a = 7 coste) (= —— = 


En comparant cette formule a la formule (e’), on aura 


k = 346ri, 75, 


2B (3 — 5) = oda cdl 
Pos ag? 20(I + COS?e) 


d’ou l'on tire 
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On aura ensuite 


Sette . : s 
oa oe ~73 (1 — COS é-+ Cos é) — 3 Coste vw? 


ra — = 2p ho. 
hw he os fas pet 
=. £0875 = => rar eet MODS ce STR 
V3 re ri3 re 7/3 r? 


/ 


2k 


eed 9 bd , . o 
Si Pon suppose dans le premier membre de cette équation, conformé- 
ment a ce que nous avons trouvé dans l’article XXI, 


1B 117 § 
neces — 0 I i LIQKH 
, Pi tae 7i8? f= 16 oe V1 ayant. 


il devient 27,459, ce qui ne différe que de 1,5 du résultat 
25,9475 donné par l’observation. 
Reprenons |’équation 


L  $\_346r!,95 
2B (si a) = ar 


Dans cette équation, la valeur de ey est une moyenne entre toutes les 
valeurs de cette quantité correspondantes aux observations de la 
Table IV; or, dans cette Table, il y a dix équinoxes dans lesquels e 
est égal & sa valeur moyenne; il y a huit solstices d’été dans chacun 
desquels cette quantité est 5; de sa valeur moyenne; enfin, il y a deux 
solstices d’hiver dans lesquels es est =* de sa valeur moyenne. On doit 
done supposer dans l’équation précédente cette quantité égale a 0,985 
de sa valeur moyenne. De plus, la valeur de A? dans cette meme équa- 
39 


tion n’est que 3} de sa valeur moyenne; en faisant donc, dans les 


moyennes distances, 


l’équation précédente donnera 


2B 2 (3 pa 0,985 on g?’, 18023, 
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Reprenons maintenant l’équation 


Ss ' 
aB( =; + =) = 19P', 249, 


Ang om A os 
trouvée dans l'article XIV. Dans cette équation, = est 7) de sa valeur 


movenne; elle devient ainsi 


s 
aB~ 


ne +1) =19?', 49; 
7 70h 2493 
on aura done . 
$91. — 0,985 _ gPi, 18023 


400 
19P', 249 


ptt 
et, par consequent, : 
= 09,0071. 


Cette yaleur de uv. differe trés peu de 3; ainsi l’on peut supposer, a fort 


4 


; : 5 
peu pres, =; triple de = 


Nous ayons trouvé, dans l’article XVI, une seconde valeur de 
2B (4 + =)3 cette valeur est 19?',381 : elle a, sur celle de l’ar- 
ticle XII, l'avantage d’étre indépendante de l’évaluation de langle ¢; 
en en faisant usage, on trouve 


= 2,9944, 


valeur encore tres approchante de 3. La moyenne entre ces deux va- 
leurs de u. est 
p- = 3,0007, 


ce qui differe si peu de 3 que l’on peut négliger la différence. 


XXII. 


Les observations m’ont fait connaitre que la loi de la variation des 
mareées totales, pres de leur minimum, n’est pas la méme dans les 
équinoxes que dans les solstices. Pour cela, j’ai ajouté séparément 
dans les observations de la Table IV les marées totales correspondantes 
au jour méme de la quadrature, que je désigne par zéro, et aux trois 
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jours suivants, que je désigne par 1, 2 et 3. La Table suivante offre les 
résultats que j’ai obtenus : 


TABLE Y. 
Marées totales Marées totales 
des des 
Jours. équinoxes. solstices. 
: pi pi 
Omar, Lie ses ste arsieie is lore 183,51 214,24 
1 ta crcneaclics a Bieta Oye aon OP 154,12 195,41 
Ds OUSA Orla CLO eIO ee 161,69 199599 
Si ile act ee eine 199,91 213.32 


Si, de la somme des marées totales des équinoxes correspondantes 
aux jours o et 3, on retranche la somme des marées totales des équi- 
noxes correspondantes aux jours 1 et 2, on aura 67?',41 pour la dif 
férence. Cette méme difference, relativement aux marées totales des 
solstices, n’est que de 36", 38. 

Maintenant, si l’on représente par a+ /@ la loi de la variation des 


marées totales vers les quadratures des équinoxes, et par a +UC 
cette méme loi vers les quadratures des solstices, € étant l’intervalle 
dune marée quelconque au minimum des marées, on aura, par les 


observations précédentes, 
to 2 beet UoOr, ons 


Voyons quel doit étre le rapport de Za / suivant la théorie. II est 
facile de conclure de l’article XIX que ce rapport est celui de 


Ss Oren 
2 — ow Si: COSTE ’ 
pa pe ( 3 > 4 
sln?é —- ———____—_ a [oe a es Be 
3 S L Daeages 
zen dade Bie eg OES 


En substituant pour <¢ sa valeur 19°30’, on trouvera, par l’ar- 
ticle XXI, 
nd. ato 7 28 10,0080, 
en sorte que, @ étant supposé égal a 67?!, 41, /’ est egal & 32”',62, ce 
qui differe peu du résultat 36”, 38, donné par Pobservation. On voi 
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ainsi que la théorie s’accorde aussi bien avec les observations, relati- 
vement & la variation des marées vers les quadratures, que relative- 
ment & leur variation vers les syzygies. J’ai reconnu encore que les 
observations s’accordaient avec la théorie d’une manicre tres précise, 
relativement aux variations de la grandeur des marées vers les qua- 


dratures, dues aux variations de la parallaxe lunaire. 


XXIV. 


On a vu, dans l’article XIX, que dans les quadratures de I’équinoxe 
du printemps les marées du soir doivent l’emporter & Brest sur celles 
du matin, ef que, au contraire, les marées du matin doivent l’emporter 
sur celles du soir dans les quadratures de l’équinoxe d’automne. Pour 
verifier ce phénoméne, j’ai ajouté, dans onze quadratures vers l’équi- 
noxe du printemps, lexcés des marées du soir sur celles du matin, le 
premier et le second jour aprés la quadrature. La somme de ces exces 
a été de of, 681. J’ai ajouté pareillement, dans treize quadratures vers 
l’équinoxe d’automne, l’exces des marées du matin sur celles du soir; 
la somme de ces excés a 6té de ro?', 424. Par un milieu entre ces ob- 
seryations, on a o”,419 pour l’exces d’une marée du soir sur celle du 
matin dans les quadratures de l’équinoxe du printemps, ou d’une 
marée du matin sur celle du soir dans les quadratures de l’équinoxe 
d’automne. 

Nous avons trouvé, dans larticle XV, o?',563 pour l’exces des ma- 
rées du soir sur celles du matin dans les syzygies des solstices d’été. 
Cet excés doit étre au précédent, par les articles IX et XIX, dans le 


SS. L ‘ . , 
a —» ou dans le rapport de 4 a 3, ce qui est, a fort 


coe, ee aa 


rapport de 
peu pres, le rapport des nombres o?!, 563 et oP', 419. 
XXV. 


On peut determiner le niveau d’équilibre de la mer par les marées 
des quadratures comme nous l’ayons déterminé dans l’article XVIII, 
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par les marées des syzygies. Pour cela, on retranchera de la somme 
des vingt hauteurs absolues de la Table IV la demi-somme des vingt 
marées totales de la méme Table, et l’on aura, par l’article XIX, en 
conservant les dénominations de l’article XVIII, 


160e — 80 f(2 — 3 sin?e) — 1329P!, 324, 
On a, par l’article XVIII, 
160e — 80 f(2 — 3 sin?) = 1355p, 850; 


le terme — 80/(2 — 3 sine?) est & fort peu prés le méme dans ces 
deux équations; ainsi la valeur de ce, conclue de la premiere, est 
moindre que sa valeur conclue de la seconde de la quantité 


1355P1, 850 — 1329P', 324 
160 


Mais cette seconde valeur est égale a 8?',7554, par l'article XVIII; la 
premiere est par conséquent égale a 8?!, 5896. 

La difference oP, 1658 des deux valeurs de e, déterminées, l’une par 
les marées des syzygies, et l’autre par les marées des quadratures, doit- 
elle étre attribuée aux erreurs des observations ou aux circonstances 
locales, qui, dans nos ports, alterent les résultats de la théorie? 
C’est ce que des observations plus nombreuses pourront apprendre 
un jour. Je suis cependant tres porté a croire que cette difference 
tient, au moins en partie, aux circonstances locales : 1° la difference 
26?',526 des deux seconds membres des équations precédentes me 
parait trop considérable pour dépendre uniquement des erreurs des 
observations; 2° nous avons observé, dans l’article I, que, dans nos 
ports, la mer, en descendant, n’atteint jamais exactement sa plus 
petite hauteur donnée par la theorie; mais, dans les quadratures, ou 
elle s’éleve moins que dans les syzygies, la mer doit en approcher 
davantage. Ainsi le niveau de Ja mer doit paraitre plus bas dans les 
marées des quadratures que dans celles des syzygies; ce qui vient 
encore a l’appui de ce résultat, c'est que nous avons trouve, dans l’ar- 
ticle XVIII, la valeur de e plus petite dans les syzygies des solstices 
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que dans celles des équinoxes. Cette considération doit influer sur le 
rapport des forces lunaires et solaires conclu par les hauteurs des 
marées, puisque ces hauteurs ne sont point exactement celles qui 
résultent de la théorie; la difference des diverses valeurs de e étant 
peu sensible & Brest, le rapport de ces forces est bien déterminé par 
les hauteurs des marées que l'on y observe; mais, dans d’autres ports, 
les diverses valeurs de e peuvent tres sensiblement différer par les 
circonstances locales, et, dans ce cas, le rapport des forces lunaires et 
solaires ne sera plus exactement donné par les hauteurs des marées. 


XXVI. 
Des heures et des intervalles des marées vers les sysy gies. 
Reprenons l’équation 
Ss , 
= cos?v sin2(9 — 9’) 


lang2(nt+w— o'— Ad) re ee ———--—-——- ; 
= cos? vy! 4- =< cos*v cos2(¢ — 9’) 


trouvee dans l’article IX, ef mettons-la sous cette forme 


L . 
“7g COS* V' Sin2(9'— ¢) 


tang2(néi+o—9o— — : 
—cos?y + — coc? y! . ee? 
73 cos*v + ii cos* Vv’ COS2(¢ 0) 


L’angle 9 — 9 étant peu considérable vers les syzygies, nous pourrons 
negliger sa troisiéme puissance, et nous aurons 


iy 


p's (o— ?) cos? v’ 


+ 


9¢—h= 


S ae 
~~ epncty a a ryesd ay 
73 COSY + = COS? V 


nto — 9 est langle horaire du Soleil. Pour le réduire en temps, il 


12 
I 


=; cet angle est, par l’article VII, relatif & un 


faut le multiplier par 
o 


instant qui précede de trente-six heures et demie celui que l’on con- 
sidere; mais on peut, sans erreur sensible, le rapporter a ce dernier 
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instant, en diminuant convenablement I’angle A. Soit alors T l’angle A 
réduit en temps; l’heure de la marée sera donc 
=7(— —'@),costy’ 


r 


T+ 


ye eG ey 
19{ — cos Vor, COs" v 
= He 


Considérons l’heure de la pleine mer du jour méme de la syzygie. 
L’angle 9’— 9 est nul a linstant du maximum des marées, et cet 
instant suit toujours la syzygie d’un intervalle constant qui est d’en- 
viron 36"30™; 9’ —o est donc négatif relativement aux marées du jour 
méme de la syzygie. Lorsque cette phase de la Lune arrive !e matin, 
cet angle est plus petit que lorsque la syzygie arrive a midi. La marée 
syzygie doit donc alors retarder sur l’heure moyenne de la marée sy- 
zygie, en prenant pour cette heure celle quia lieu lorsque la syzygie 
arrive 4 midi. L’heure de la marée syzygie doit, au contraire, avancer 
sur ’heure moyenne lorsque la syzygie arrive le soir. On ramenera 
done a cette heure moyenne la pleine mer d’une syzygie quelconque 
en ajoutant a Pheure observée la quantité 


tw. 18 
20° 3 


¢ étant le moyen mouvement synodique de la Lune dans l’intervalle 
dune heure, et ¢ étant le nombre d’heures dont la syzygie suit le midi. 
g est, a fort peu pres, d’un demi-degré, ce qui réduit la quantité preé- 
cédente a ee I] suit de la que l’on doit ajouter ou retrancher de 


Vheure observée de la marée 1™308 environ pour chaque heure dont 
la syzygie suit ou précéde le midi. 

Le phénomene du retard ou de l’ayancement des marées, suivant 
que la syzygie arrive plus tot ou plus tard, est un des premiers que 
M. de Cassini ait tiré des observations. Il avait fixé & 2™ par heure la 
correction que nous venons de trouver de 1™3o0° : les observations 
considérées en grand nombre m’ont fait voir que cette correction est, 
a peu pres, telle que la théorie la donne. 
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Soit U le mouvement synodique de la Lune depuis l’instant de la 
marée, lorsque la syzygie arrive i midi, jusqu’a l’instant du maximum 
de la marée; l'heure de la pleine mer du jour méme de la syzygie vers 


les équinoxes sera, a tres peu pres, 


et, le jour d’une syzygie vers les solstices, heure de la pleine mer 


sera 


OF FREE VE BY. 
15( 55 + siz) cose 


ainsi, 'heure moyenne de la pleine mer des syzygies des équinoxes 


doit retarder sur celle des syzygies des solstices d’une quantité, a fort 
peu pres, égale a 
U sine tange 


20 


La fonction 


augmente dans le périgée de la Lune et diminue dans son apogée; les 
marées du jour de la syzygie doivent donc, tout étant égal d’ailleurs, 
avancer dans le périgée de la Lune et retarder dans son apogée. 

Ces divers résultats ont lieu pour les marées du soir comme pour 
celles du matin; la seule difference entre elles est que la valeur de U 
n'est pas la méme pour ces deux marées : elle est moindre d’environ 
6° dans la marée du soir; lheure de cette marée retarde par consé- 
quent sur l’heure de la marée du matin de la quantité 
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ou d’environ 18”, en sorte que si l’heure de la marée du matin est a, 
celle de la marée du soir sera, & peu pres, a + 18", 


XXVII. 


Pour vérifier ces résultats par les observations, j'ai ajouté les heures 
des marées du matin a Brest, dans trente-six syzygies que j’ai prises 
le plus pres que je l’ai pu des équinoxes, en ramenant, par la régle 
précédente, les heures des marées a ce gu’elles auraient été si la 
syzygie fit arrivée & midi, et en considérant a la fois deux syzygies 
consécutives pour faire disparaitre l’effet des variations des distances 
de la Lune. J’ai trouvé 121°50™o% pour la somme de ces heures, ce 
qui donne 3°23™3* pour ’heure moyenne de la marée du matin 
Brest, dans les syzygies vers les équinoxes. J’observerai ici que, dans 
ces résultats et dans tous ceux qui suivent, les heures sont comptées 
en temps vral. 

J’ai ajoute de la méme maniére les heures des marées du matin, 
dans trente-six syzygies que j’ai choisies le plus prés que je l’ai pu 
des solstices, en considérant de plus autant de solstices d’été que de 
solstices d’hiver pour faire disparaitre l’effet de la variation des dis- 
tances du Soleil. J’ai trouvé 118"46™30° pour leur somme, ce qui 
donne 3"17™58° pour ’heure moyenne de la marée du matin 2 Brest, 
dans les syzygies vers les solstices. Cette heure avance donc, par les 
observations précédentes, de 5™5° sur l’heure moyenne des syzygies 
des équinoxes. 

En considérant de la méme maniere les marées du soir a Brest, j'ai 
trouvé, par quarante-six observations, 3°40™56% pour lheure moyenne 
de la marée du soir vers les syzygies des équinoxes; et j’ai trouvé, par 
quarante observations, 3"36™0* pour ’heure moyenne de la marée du 
soir vers les solstices. Cette heure avance donc sur la précédente de 
4™565: ainsi l’avance des marées syzygies, par l’effet des déclinaisons, 
est 2 la fois contirmée par les observations des marées du matin et par 


celles des marées du soir. 
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Le milieu entre les avances des marées du matin et du soir dans les 
observations précédentes est 5™15; mais, dans ces observations, les 
syzygies considérées yers les équinoxes et vers les solstices étaient 
sensiblement éloignées de ces points, en sorte que, pour comparer au 
résultat précédent son expression analytique 

U sine tangé | 
20 
il faut supposer < moindre que Vobliquité de l’écliptique et ne le 
porter qu’a 16° ou 17°, et alors la formule précédente est d’accord 
avec observation. 

Si l’on prend un milieu entre les soixante-douze observations préce- 
dentes des marées du matin, on trouve que, a Brest, ’heure moyenne 
de Ja marée du matin dans les syzygies est de 3"20™3o0%. En prenant 
semblablement un milieu entre les quatre-vingt-six observations pré- 
cédentes des marées du soir, ’heure moyenne de cette marée dans les 
syzygies est de 3°38™38*; elle est par conséquent plus avancée que la 


premiere de 18™8%, ce qui est conforme a la théorie. 


XXVIII. 


Pour déterminer, par les observations, l’effet de la variation de la 
distance lunaire, j'ai ajouté les heures des marées du matin dans dix- 
huit syzygies dans lesquelles le demi-diametre de la Lune surpassait 
16’, en ramenant ces heures a celles qui auraient eu lieu si la syzygie 
fut arrivée & midi; j’ai trouvé 57"40™ pour leur somme. 

J'ai pareillement ajouté les heures des dix-huit marées syzygies 
correspondantes dans lesquelles le demi-diametre de la Lune était 
au-dessous de 15’, et j’ai trouvé 63"52™ pour leur somme, ce qui 
donne 20™4o* pour la difference moyenne entre les heures des marées 
apogées et les heures des marées périgées dans ces observations. 

J’ai ajouté encore les heures des marées du soir dans les dix-huit 
syzygies perigées précédentes, et j'ai trouvé 64>12™ pour leur somme. 


MEMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. 89 


Les heures des marées du soir dans les dix-huit syzygies apogées pré- 
cédentes m’ont donné pour leur somme 68" 14™3o0%, ce qui donne & peu 
prés 13™ pour la différence moyenne entre les heures des marées syzy- 
gies apogées et celles des marées syzygies périgées, dans ces obser- 
vations : ainsi le retard des marées syzygies apogées sur les marées 
syzygies périgées est & la fois indiqué par les observations des marées 
du matin et par celles des marées du soir. Ce retard dans les marées 
du soir n’est qu’environ deux tiers de ce méme retard dans les 
marées du matin, et cela doit étre suivant |’analyse de l’article XXVI, 
parce que la distance des marées du soir du jour méme de la syzygie, 
au maximum des marées, n’est qu’environ les deux tiers de cette 
méme distance relative aux marées du matin. 

La somme des dix-huit demi-diamétres de la Lune périgée dans ces 
observations a été de 299’45”; la somme des dix-huit demi-diamétres 
apogées correspondants a été de 267’14”. Si l’on prend un résultat 
moyen entre les observations des marées du matin et celles des 
marées du soir, on trouve qu’a une variation de 1’ dans le demi- 
diamétre de la Lune répond une variation de 9/27” dans l’heure de 
la marée du jour méme de la syzygie ou, plus exactement, dans la 
demi-somme des heures des marées du matin et du soir, 

Comparons sur ce point la théorie aux observations. On a yu dans 
l'article XXVI que le retard des marées apogées dépend de la diminu- 
tion de la fonction 


L 
aU 


Je 
s L\_ 


Soit 67’ la variation de r’; la variation correspondante de U sera, 


a , or’ GE : 
comme l’on sait, & peu pres —2U~-;- La variation de la fonction 


fs L 38 
précédente sera donc, en observant que =; = —>> 
Bas 0n! 
Came ie 
10 


Okuvres de L. — XI. 12 
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Le demi-diamétre moyen de la Lune étant supposé 15/45’, 1 dans les 


syzygies, on a 


dr’ 60" 
ot tee Ki 5) 
a. 945", 1 


U est ici le moyen mouvement synodique de la Lune depuis l’instant 
moyen entre les deux marées du jour de la syzygie supposée arriver a 
midi jusqu’a V’instant du maximum de la marée. En supposant que ce 
maximum suit de 36°30™ la syzygie, U sera le moyen mouvement 
synodique de la Lune vers les syzygies, dans l’interyalle de 39", et 
par conséquent il sera & fort peu pres égal & 20°7’, ce qui donne 
— 10/33” pour la fonction précédente. Sa valeur donnée par les obser- 
vations précédentes est — 9/27”. La difference 16” est dans les limites 
des erreurs des observations, vu surtout l’incertitude qui existe sur le 
moment de la pleine mer. Nous verrons d’ailleurs, dans la suite, la 
raison par laquelle la théorie surpasse un peu sur ce point le résultat 
des observations. 


XXIX. 


Il est facile, par l'article XXVI, de déterminer le retard journalier 
des marées vers les syzygies. Si U exprime le mouvement synodique de 
la Lune dans Vintervalle d'une des deux marées du jour méme de la 
syzygie & la marée correspondante du troisieme jour qui la suit, le 
retard de la marée de ce troisieme jour sur la marée du jour méme de 
la syzygie sera, dans les équinoxes, 


L, 
pa U cose 


et, dans les solstices, il sera 
4 


| CP Re 
po) “ a) 10 COSE 


Ces formules sont d’autant plus exactes, que l’instant du maximum de 
la marée tombe a peu pres au milieu de l’interyalle que nous considé- 
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rons. On voit ainsi que le retard des marées est plus grand dans les 
syzygies des solstices que dans celles des équinoxes; on yoit encore 
que ce retard est plus grand dans les syzygies ot la Lune est périgée 
que dans celles oti elle est apogée. 

Pour vérifier ces résultats par les observations, j’ai ajouté les retards 
des marées du matin du jour méme de la syzygie au troisieme jour 
qui la suit, dans vingt-quatre observations les plus voisines que j'ai 
pu choisir des équinoxes, en ayant toujours soin de considérer & la 
fois deux syzygies consécutives. La somme de ces retards a été de 
43"52™30*, ce qui donne 1°49™41° pour le retard moyen. 

J’ai ajouté pareillement les retards des marées du soir, du jour 
méme de la syzygie au troisieme jour qui la suit, dans trente obser- 
vations les plus voisines que j’al pu choisir des équinoxes, en ayant 
toujours soin de considérer a la fois deux syzygies consécutives. La 
somme de ces retards a été de 55>17™30°, ce qui donne 1°50™35° 
pour le retard moyen. 

En prenant un milieu entre ces retards des marées du matin et du 
soir, on a 1"50™8%, 12 pour le retard moyen des marées du jour méme 
de la syzygie au troisieme jour qui la suit, ce qui donne 36™43° pour 
le retard journalier des marées syzygies vers les équinoxes. 

En considérant de la méme maniere les retards des marées du matin 
dans vingt-deux observations les plus yoisines que j’ai pu choisir des 
solstices, j’ai trouvé leur somme égale a 45"37™, ce qui donne 2°3™ 49° 
pour le retard moyen. 

La somme des retards des marées du soir dans trente-deux obser- 
vations semblables a été de 65"49™30%, d’ot résulte 2°2™48°* pour le 
retard moyen. 

Le milieu entre ces retards des marées du matin et du soir est 
2h3™A09%, ce qui donne 41™168 pour le retard journalier des marées 
syzygies vers les solstices, retard qui est de 4"335 plus grand que vers 
les équinoxes. On voit ainsi que les observations des marées du matin 
et du soir vers les syzygies concourent a établir influence des décli- 
naisons des astres sur le retard journalier de ces marées. 
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Si l’on prend un milieu entre les retards des marées du matin et du 
soir, tant vers les équinoxes que vers les solstices, dans les observa- 
tions précédentes, on trouve 1°56™58°,5 pour le retard moyen des 
marées du jour méme de la syzygie au troisiéme jour qui le suit. 

Suivant les formules précédentes, ce retard doit étre plus grand 
vers les solstices que vers les équinoxes de la quantité 


U sine tange 
20 


U est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l’intervalle des 
marées que l’on considere, c’est-a-dire dans l’intervalle de 3!1"57™ : 
sa valeur est d’environ 38°20’. En égalant done la formule précédente 
a la difference observée des retards, différence qui, par ce qui pré- 
cede, est égale & 13™415, on aura, 2 fort peu pres, 


— 1 
219" ts 


ce qui peut étre admis; en sorte qu’a cet égard la théorie est d’accord 
avec les observations. 


XXX. 


L’accroissement du retard journalier des marées périgées vers les 
syzygies et la diminution du retard journalier des marées apogées 
vers les syzygies sont indiqués, d’une maniere trés sensible, par les 
observations. Dans neuf marées syzygies du matin, dans lesquelles le 
demi-diametre de la Lune surpassait 16, j’ai trouvé 19"53™ pour la 
somme des retards des marées du jour méme de la syzygie au troi- 
sieme jour qui la suit, tandis que la somme de ces retards dans les 
marées syzygies yoisines ou correspondantes, dans lesquelles le demi- 
diametre de la Lune était au-dessous de 15’, n’a été que de 14"7™. 

La somme des retards des marées du soir dans les mémes syzygies 
perigées a été de 19"55™; dans les mémes syzygies apogées, cette 
somme n’a été que de 14"27™. 

Le phénomene que nous considérons ici est si sensible, que, dans 
chacune des observations précédentes, le plus petit retard observé des 
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marées périgées a surpassé le plus grand retard observé des marées 
apogées, ce qui prouye la nécessité de considérer a la fois, dans la dé- 
termination des retards des marées syzygies, les deux syzygies consé- 
cutives, lorsque l’on veut faire disparaitre-l’effet de la variation des 
distances de la Lune a la Terre. 

Si lon prend un milieu entre les retards des marées du matin et du 
soir dans les observations précédentes, on trouve que le retard journa- 
lier des marées périgées a été plus grand que le retard journalier des 
marées apogées, de 12™29°. 

La somme des demi-diametres de la Lune périgée dans ces obserya- 
tions a été de 149/50”, et la somme des demi-diamétres de la Lune 
apogée a été de 133’ 29’; ainsi la difference 12™29° des retards journa- 
liers répond a 1'49” de variation dans le demi-diamétre de la Lune, ce 
qui donne 6™5o% de retard pour 1’ d’accroissement dans ce demi-dia- 
metre. 

Pour comparer, sur ce point, la théorie aux observations, nous 
remarquerons que, par ce qui précede, la variation du retard des ma- 
rées périgées et apogées dépend de la variation de la fonction 


Supposons que 7’ varie de ér’, la variation de U sera, a fort peu 
\ or’ ; 
pres, — 2U--; en nommant done q la valeur moyenne de la fonction 


~ 


, ’ ‘ iL; 38 4 u x = 4 ac 
précédente, et en observant que — =~; a fort peu pres, on aura 


pour la variation de cette fonction. 

Par un milieu entre les retards journaliers des marées syzygies vers 
les équinoxes et vers les solstices, la valeur de g relative 4 un jour est 
de 39™; en supposant ensuite que la variation ¢7’ réponde a 1’ de va- 
riation dans le demi-diamétre de la Lune, et que le demi-diametre 


94 MEMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. 


moyen de cet astre soit de 15’45”,1, on aura 


Les observations nous ont donné — 6™5o%; elles sont done, a cet 


égard, parfaitement conformes a la théorie. 


XXXI. 
Le retard des marées vers les syzygies offre un moyen de déterminer 


le rapport des forees lunaires et solaires. Pour cela, reprenons l’équa- 
tion trouvée dans I’article XXVI, 

iE . 

Ti cos? v'sin2(9'’— 9) 
Laas 21 


Ts cos? v’ cos2(o'— 9) 


tanga(rt+o0—9—A)= 5 
— cos*v + 
y 


Si l’on nomme vu. le retard de la marée du jour méme de la syzygie 
au troisiéme jour qui la suit, ce retard étant moyen entre le retard des 
syzygies des équinoxes et celui des syzygies des solstices, cette équa- 
tion donnera, en observant que l’instant du maximum des marées est 
a peu pres au milieu de l’intervalle que nous considérons, 


be: sin U 


u. étant évalué en are de cercle & raison de 15° par heure, et U étant le 
moyen mouyement synodique de la Lune dans l’intervalle de la marée 
du jour de la syzygie 4 la marée du troisiéme jour qui la suit. On aura 


done 
L 
ris ped lang p. 
1. els sin U — tangp. cos U- 
re 


Le retard p. est, par l'article XXIX, de 7018*,5 en temps; en le conver- 


tissant en degrés, on a 
p- = 29°14! 38” 
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Le moyen mouvement synodique de la Lune dans les syzygies, pendant 
Vintervalle de trois jours plus 7018°,5 est de 38°16/25” : c’est la va- 
leur de U; on trouvera ainsi, dans les syzygies, 


L 


r'3 


= 5 Py 


id 2 


rs 
Pour réduire ce rapport des forces lunaire et solaire A la distance 
moyenne de la Lune & la Terre, il faut le diminuer d’environ ,, & 
raison de l’argument de la variation; mais il faut l’augmenter ensuite 
a peu pres de 5, par la considération suivante. 


Lane o d * , . , . o° 
Dans l’équation “y = 0, qui, par l’article [X, détermine l’instant de 


‘ NS) 2 aes , 
la pleine mer, —% est multiplié par n — m, mt étant le moyen mouye- 
. [b: ° Lae 2 Zr s 
ment du Soleil et |; est multiplié par x — m’, m’ étant le moyen mou- 
vement de la Lune. Ainsi le-rapport des forces lunaire et solaire, 


; , : pee oer 5 
donné par les retards des marées, est celui de (2—m’) = a (n—m) =; 


: . A , m' — m\ieme : Pm : 

il doit donc étre augmenté de sa (>—— partie, ou d’environ 5, 
oe bo Ss ee f 

pour donner le rapport véritable de — 4 - On aura ainsi, par les 


retards observés des marées syzygies, 


== yl 3605, 


ce qui differe peu du rapport trouvé par les hauteurs des marées dans 
l’article XXJI. 


XXXII. 


Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures. 


Reprenons l’équation 


4, cos*v’ sin 2 (9! — 9) 
(A) tang2(né+ow—g9—A)= 5 : peers 


=f cos? Vv + = cos?v’ cos2(9/— 9) 
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trouvée dans l'article XXVI. Si l’on y change 9’ dans go°+ 9’ ou dans 
270°+ 9’, elle deviendra 


L , 
oH cos? v’ sin2(9’— ¢) 


tang2(rnt+o—o—A)= = pee 
5 2y,! ’ ee 2 
773 COS*Y cos2(9'— 9) — 73 COS*Y 


l'angle o’ — 9 étant peu considérable vers les quadratures, nous pou- 


yons négliger son cube, ce qui donne 


L 
“a (' — 9) COs?’ 
nt+o—o+ 90°—A=-- — 


L NS) 
Sricinh Se ingicS 
=73 COS? V — 73 COS*Y 


nt +o — 9 est l'angle horaire du Soleil; en le réduisant en temps, on 
aura, pour l’heure de la pleine mer, 


i ; 

Ti (9'— 9) cos? v' 

65+ T+ —————__= . 
— costv’— © costy 
yee: ~ 78 Cc 


Dans les quadratures des équinoxes, cette fonction devient, a fort peu 
pres, 


6b 4 i as I S > 
15 ( — 73 608%) 


U’ étant le mouvement synodique de la Lune, depuis linstant de la 
pleine mer que l’on considére jusqu’a l’instant du minimum de la 
marée, ou U’ est nul. Ce second instant suit la quadrature d’un inter- 
valle constant; ainsi le jour méme de la quadrature, l’angle U’ est plus 
petit lorsque la quadrature arrive le matin, que lorsqu’elle arrive a 
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midi; ilest plus grand lorsque cette phase arrive le soir. En prenant 
done, pour l’heure moyenne de la marée du jour de la quadrature, 
celle qui a lieu lorsque la quadrature arrive & midi, l’heure de la 
marée quadrature doit retarder sur Vheure moyenne lorsque la qua- 
drature arrive le matin; elle doit au contraire avancer lorsque la qua- 
drature arrive le soir. On raménera donc, A fort peu pres, a cette 
heure moyenne l’instant de la pleine mer d'une quadrature quel- 


conque, en ajoutant a l’heure observée la quantité a v étant le 
moyen mouvement synodique de la Lune dans Vintervalle d’une 
heure, et ¢ étant le nombre d’heures dont la quadrature suit l’in- 
stant du midi. L’angle v est a peu pres de 4 degré, ce qui réduit la 
quantité précédente a 7.3™ ('), en sorte que l’on doit ajouter ou retran- 
cher de Vheure observée de la marée environ 3 minutes pour chaque 
heure dont la quadrature suit ou précede instant du midi; mats les 
termes de l’ordre U® que nous avons négligés, et qui sont fort sensi- 
bles vers les quadratures, diminuent un peu cette correction et la 
réduisent 2 2™30%, comme nous le verrons bientot. 

ll est clair, par les formules précédentes, que l’heure de la marée 
des quadratures des solstices doit retarder sur celle des quadratures 
des équinoxes. En retranchant les expressions analytiques de ces 
heures et en observant que, sin’ étant une petite fraction, on peut 
négliger les quantités multipliées par x sin‘e; on trouve que le retard 
des marées quadratures solsticiales sur les marées quadratures équi- 
noxiales est, a fort peu pres, égal a 


3 U'sine tange 


20 
Suivant l’article XXVI, le retard des marées syzygies équinoxiales sur 
les marées syzygies solsticiales est 


U sine tange 


ei pe 2 


20 


aS 
A -bU tA: , yo 78 
(1) En partant de l'expression +, on trouverait 7 — - (Note de lV’ Editeur.) 
19 2 


OEnvores de L. ~— XU. 15 
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U est un peu plus grand que U’, parce que les marées quadratures 
arrivent plus tard que les marées syzygies; ainsi le retard des marées 
guadratures solsticiales sur les marées quadratures équinoxiales est 
environ quadruple du retard des marées syzygies équinoxiales sur les 
marées syzygies solsticiales, du moins lorsque !’on n’a point égard 


aux termes de l’ordre U®. 


XXXII. 


Comparons ces résultats aux observations; pour cela, j'ai ajouté les 
heures des marées du matin du jour méme de la quadrature, dans 
trente quadratures le plus voisines que j'ai pu choisir des solstices, 
en considérant a la fois deux quadratures consécutives, et en rame- 
nant, par la régle précédente, ces heures a celles qui auraient eu lieu 
si la quadrature fit arrivée a midi. J’ai trouvé, pour la somme de ces 
heures, 258°38™, ce qui donne 8"37"16% pour l'heure moyenne de la 
marée du matin du jour des quadratures vers les solstices. 

En ajoutant, de la méme manieére, les heures de trente marées du 
matin, le plus yoisines que j’ai pu choisir des équinoxes, j’al trouvé 
pour leur somme 247"46™30%, ce qui donne 8"15™33* pour Vheure 
moyenne de la marée du matin, le jour des quadratures vers les équi- 
noxes; cette heure est plus petite que la précédente de 21™43°. 

Pour contfirmer le méme résultat par les marées du soir, j’ai ajouteé, 
par le méme procédé que ci-dessus, les heures des marées du soir 
du jour méme de la quadrature, dans trente quadratures le plus voi- 
sines que j'ai pu choisir des solstices, et j’ai trouvé pour leur somme 
273"46™30%, ce qui donne 9° 7™33s pour l’heure moyenne de la marée 
du soir, dans les quadratures vers les solstices. 

En ajoutant, de la méme maniere, les heures des marées du soir dans 
trente quadratures le plus yoisines que j’ai pu choisir des équinoxes, 
jai trouye pour leur somme 263" 27™3o%, ce qui donne l’heure moyenne 
de la marée du soir, dans les quadratures vers les équinoxes, égale a 
8° 46"55%, plus petite que la précédente de 20™385. Ainsi, le retard de 
la marée quadrature des solstices sur la marée quadrature des équi- 
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noxes est confirmé a la fois par les observations des marées du matin 
et celles des marées du soir. 

La moyenne entre les deux retards donnés par ces obseryations est 
21™20°. Par article XXVII, le retard des marées du jour de la syzygie 
vers les équinoxes sur cette méme marée vers les solstices, est 5@1°. 
Le retard des marées produit par les déclinaisons des astres est donc, 
suivant les observations comme par la théorie, environ quatre fois 
plus grand dans les quadratures que dans les syzygies. 

Si l’on prend un milieu entre les heures des marées du matin du 
jour des quadratures, vers les équinoxes et vers les solstices, on aura 
pour l'heure moyenne de cette marée 8"26"24°. Pareillement, lheure 
moyenne de la marée du soir dans les quadratures est 8°57™14°. 

On peut remarquer ici que le retard observé des marées du jour de 
la quadrature vers les solstices sur les marées du jour de la quadrature 
vers les équinoxes est & peu pres le méme par les marées du matin que 
par celles du soir. Il semble cependant que, suivant la théorte, il doit 
étre d’environ un tiers plus petit dans le second cas que dans le pre- 
mier, la valeur de U’ étant a peu pres d’un tiers plus petite. Quoique 
les causes irréguliéres aient une influence trés sensible sur les heures 
des marées quadratures, la difference entre la théorie précédente et 
les observations me parait trop considérable pour pouvoir étre attri- 
buée uniquement aux erreurs des observations. J’ai soupconné, en 
conséquence, que les termes dépendants de U* que j’ai négligés pou- 
vaient diminuer la difference entre les retards donnés par les marées 
du matin et par celles du soir et les rapprocher de l’égalité et, par 
conséquent, des observations. 

Pour vérifier cette conjecture, j’ai caleulé, au moyen de l’équa- 
tion (A) de larticle précédent, les heures des marées du matin, tant 
dans les équinoxes que dans les solstices : 1° en supposant le Soleil et 
la Lune mus dans un plan incliné de 19? & l’équateur; 2° en faisant 
dans les moyennes distances 
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aie eye L . 
et en observant que, & raison de l’argument de la variation, ~; doit 


1 
40 


diminué de .. par Larticle XXXI; 3° que les heures moyennes des 


étre diminué de “ dans l’équation (A), et qu'il doit étre encore 
marées du matin et du soir dans les quadratures sont telles que nous 
venons de les déterminer par les observations; 4° enfin, que la qua- 
drature arrive & midi et qu'elle précéde de 36"30™ le minimum des 


marées. J'ai obtenu ainsi les résultats suivants : 


Equinoxes. 


Ileures des marées 
ee ac: ee 


quadratures du soir. quadratures du matin. 
65 +- T — ah6™ 25s 6b + T — 1231 15s 
Solstices. 
65 4- T — 1543™208 65+ T — rh ra™54s 


Le retard des marées quadratures des solstices sur les marées qua- 
dratures des équipoxes est done de 23™3° pour les marées du matin et 
18" 21° pour les marées du soir. Suivant les observations précédentes, 
les retards sont de 21™43° et de 20™38%. La différence est dans les 
limites des erreurs des observations et de la supposition que nous 
avons faite sur langle <. On voit par les résultats précédents que les 
retards des marées ne different que d’environ 4™42° pour le matin et 
pour le soir, tandis que cette difference, en n’ayant égard qu’aux 
termes dépendants de la premiere puissance de U’, serait d’environ 
7™, dou il suit que les termes dépendants de U’* rapprochent ces 
deux retards de légalité. 

Suivant les résultats précédents, ’heure moyenne de la marée qua- 
drature du matin est 6"+ T —1"54™54%, et ’heure moyenne de la 
marée du soir est 6"+-T —1'22™4*; elle surpasse ainsi la premiere 
de 32™50%. Suivant les observations précédentes, cet exces est de 
jo™5o°, ce qui differe peu du résultat du calcul. On voit en méme 
temps que, pour l’interyalle de douze heures et demie qui sépare les 
marees quadratures du matin de celles du soir, le retard des marées 


MEMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. | 101 


est de 32™5o%, ce qui fait & peu pres 2™3o0% par heure, comme nous 
Vavons annoncé ci-dessus, 


XXXIV. 


Si on suppose Je Soleil et la Lune dans le plan de l’équateur, 
"heure de la marée du jour de la quadrature sera 


Cette heure varie avec la parallaxe de la Lune; elle retarde dans son 
apogée, et elle avance dans son périgée. 67’ étant l’'accroissement de 7’, 
le retard de la marée sera 


Par l’article XXVIII, le retard de la marée dans les syzygies, du a la 
variation de la distance de la Lune, est 


Ainsi U étant un peu plus grand que U’, ce retard est environ trois 
fois plus grand dans les syzygies que dans les quadratures. Ce qui 
augmente encore cet effet de la parallaxe dans les syzygies, c’est que, 
a raison de l’évection, la variation des distances de la Lune est plus 
grande dans ces points que dans les quadratures. Il y a méme une 
cause, savoir le retard des marées sur l’heure de la théorie, & mesure 
qu’elles sont plus grandes, qui rend cet effet de la parallaxe lunaire 
presque nul dans les quadratures. Ces résultats sont entiérement con- 


formes aux observations des marées. 


XXXV. 


Il est facile, par Particle XXXH, de déterminer le retard journalier 
des marées vers la quadrature. Si U’ exprime le mouvement synodique 
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de la Lune dans l'intervalle de l'une des deux marées du jour meme 
de la quadrature & la marée correspondante du troisiéme jour qui la 
suit, on trouvera que le retard de la marée de ce troisiéme jour sur 
la marée du jour méme de la quadrature est plus grand dans les qua- 
dratures des équinoxes que dans celles des solstices, et que la diffe 
rence est a fort peu pres égale a 


open Je 
= U'sine tange 


20 
Par l'article XXIX, la différence de ces retards dans les syzygies est 


Using tange | 
20 j 


, 
elle est done environ quatre fois moindre dans les syzygies que dans 
les quadratures. Voyons ce que les observations donnent a ce sujet. 

Jai ajouté la somme des retards des marées, depuis la marée du 
matin du jour méme de la quadrature jusqu’a la troisieme marée cor- 
respondante qui la suit, dans trente quadratures le plus voisines que 
jai pu choisir des solstices, en ayant toujours soin de considérer deux 
quadratures consécutives; j’at trouvé 98"26™0% pour la somme de ces 
retards, ce qui donne 3"16™525 pour le retard moyen. 

J'ai ajouté pareillement les retards des marées, depuis la marée du 
matin du jour méme de la quadrature jusqu’a la troisieme marée cor- 
respondante qui la suit, dans trente-deux quadratures le plus voisines 
que j'ai pu choisir des équinoxes, et j’ai trouvé 131°19™"30% pour la 
somme de ces retards, ce qui donne 4"6™148 de retard moyen, plus 
grand que le précédent de 4g™ 22°. 

La somme des retards des marées du soir, considérées de la méme 
maniere dans vingt-six observations des quadratures le plus voisines 
que j'ai pu choisir des solstices, a été de 86"4730%, ce qui donne 
s°20™17° de retard moyen. 

La somme de ces retards dans vingt-huit observations des quadra- 


tures le plus yoisines que j’ai pu choisir des équinoxes a été de 
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115" 16™3o%, ce qui donne 4'7™10° de retard moyen, plus grand que 
le précédent de 46™53*; ainsi l’accroissement du retard des marées 
des quadratures par les déclinaisons de la Lune est a la fois prouvé par 
les observations des marées du matin et par celles des marées du soir. 

En prenant un milieu entre les cinquante-six observations précé- 
dentes du matin et du soir vers les solstices, on a 3°18™27%,32 pour 
le retard moyen de la marée du jour de la quadrature vers les sol- 
stices & la troisieme marée correspondante qui la suit. 

Kn prenant un milieu entre les soixante observations précédentes 
du matin et du soir vers les équinoxes, on a 486™365, 00 pour le retard 
moyen, gui surpasse le précédent de 48” 8°, 68. 

Nous venons de voir que l’exces du retard des marées syzygies vers 
les solstices sur le retard des mémes marées vers les équinoxes, en 
considérant Vintervalle de la marée du jour méme de la syzygie i la 
marée correspondante du troisiéme jour qui la suit, doit étre & peu 
pres le quart de 48™8°,68, et par conséquent d’environ 12™. Par l’ar- 
ticle XXIX, cet excés est de 13™41°; la différence est dans les limites 
des erreurs des observations. 

Le milieu entre les retards précédents des marées quadratures, tant 
vers les équinoxes que vers les solstices, est 3°42™315,66, ce qui 
donne 1"r4™10° pour le retard journalier des marées, pres de leur 
minimum. 

Les marées périgées avancent et les marées apogées retardent dans 
les quadratures comme dans les syzygies; mais, par les observations, 
ce phénomeéne est beaucoup moins sensible dans les quadratures que 
dans les solstices, ce qui est conforme a la théorie, comme l’on peut 
facilement s’en convaincre par l’analyse de l'article précédent. Pour 
m’assurer de cette conformité, j’ai ajouté dans onze quadratures, dans 
lesquelles le demi-diamétre de la Lune était au-dessous de 15’, les 
retards des marées, depuis les marées tant du matin que du soir, du 
jour méme de la quadrature, jusqu’aux troisiémes marées correspon- 
dantes qui les suivent, et j’ai trouvé 78°24" pour la somme de ces 
retards. J’ai ajouté pareillement dans les onze quadratures correspon- 
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dantes dans lesquelles le demi-diamétre de la Lune était au-dessus de 
16’, les retards des marées, tant du matin que du soir, depuis le jour 
méme de la quadrature jusqu’aux troisiémes marées correspondantes 
qui les suivent, etj’ai trouvé 81"26™ pour la somme de ces retards. La 
somme des demi-diamétres lunaires dans les onze premiéres quadra- 
tures était de 16312”, et dans les onze derniéres quadratures cette 
somme était de 176'44"; ainsi 13’32” d’accroissement dans la somme 
de ces demi-diamétres ont produit 3° 2™ d’accroissement dans la somme 
de ces retards, d’ot il est aisé de conclure qu’une minute d’accroisse- 
ment dans le demi-diamétre lunaire augmente de 134° le retard de la 
marée, depuis la marée du jour de la quadrature jusqu’a la troisiéme 
marée correspondante qui la suit. Par l’analyse de Varticle précédent, 
cet accroissement ne doit étre que le tiers du méme accroissement 
dans les marées syzygies, accroissement que nous avons trouvé dans 
article XXX de 410°, dont le tiers, 137%, différe tres peu de 134°: 
ainsi la théorie est parfaitement d’accord avec les observations sur cet 
objet. 
XXXVI. 

Le retard des marées vers les quadratures offre un nouveau moyen 

de determiner le rapport des forces lunaire et solaire. Pour cela, 


reprenons l’équation trouyée dans l’article XXXII 


L . 
—,; cos* v' sin2(9'— 9) 
“ Yael ' i 
tang 2(nt +o — 9 — A) = | __—___—_.__, 


L Q~<-f / 5 2 
71g COS*V cos2(9’— 9) — —cos*v 
aE er 


Si l'on nomme y. le retard de la marée du jour de la quadrature a la 
troisitme marée correspondante qui la suit, ce retard étant moyen 
entre les retards vers les quadratures des équinoxes et vers les qua- 


dratures des solstices, ’équation précédente donnera 


| er 
77 Sin U’ 
lang p. = irae 
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v. étant évalué en are de cercle, a raison de 15° par heure, et U’ étant 
le moyen mouvement synodique de la Lune, dans l’intervalle de la 
marée du jour de la quadrature a la troisitme marée correspondante 
qui la suit. L’équation précédente est d’autant plus exacte que le 
minimum de la marée tombe a peu prés au milieu de cet intervalle. 
On aura donc 


L 

FOALS tangy. 

S tangy cos U’— sin U’ 
r? 


Le retard u. est, par l’article précédent, de 3542™315,66; en le conyer- 
tissant en degrés, 4 raison de 15° par heure, on aura 


p= 5°35! 59". 


U’ est le moyen mouvement synodique de la Lune vers les quadra- 
tures, dans l’intervalle de 3}3"42™325; d’ot l’on conclut, en ayant 
égard a argument de la variation, 


U! = 37943'45", 
ce qui donne 


Pour réduire ce rapport a Ja distance moyenne de la Lune a la Terre, 


il faut ’augmenter d’environ ;,, a cause de l’argument de la variation. 


40? 
qui, dans les quadratures, augmente la distance lunaire. II faut ensuite 
augmenter le nouveau rapport que l’on trouvera d’enyiron 5, par la 
considération que nous avons faite a Ja fin de l'article XXXI; on aura 


ainsi, par les retards des marées quadratures, ‘ 


cw 


/ 


ow 


r 


== 2. 8440. 


~ 
ow 


Les retards des marées syzygies nous ont donne, dans l'article XXX], 


OkEuvres de L. — XIl. 14 
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3,1360 pour ce méme rapport. En prenant un milieu entre ces deux 
rapports, on aura, par les retards des marées, tant vers les syzygies 
que vers les quadratures, 


ce qui différe trés peu du rapport 3,0007 trouvé dans l'article XXII 
par les hauteurs des marées. Le milieu entre ces deux derniers rap- 
ports est 2,9954; ainsi toutes les observations des hauteurs et des 
intervalles des marées nous conduisent & regarder la force lunaire 


comme étant triple a tres peu prés de la force solaire. 


XXXVI. 


Le rapport des forces du Soleil et de la Lune est important, non 
seulement dans la théorie des marées, mais encore dans l’Astro- 
nomie, en ce qu'il influe sur les phénoménes de la précession, de 
la nutation et sur l’équation lunaire des Tables du Soleil. Newton 
l'a fait égal & 4,4815, d’apres les observations des hauteurs des 
marées; M. Daniel Bernoulli, dans sa piece sur le flux et le reflux 
de la mer, l’a réduit & 3, d’apres les retards observés des marées vers 
les syzygies. Si l’on fait, avee Bradley, la nutation de l’axe terrestre 
de g’, ce rapport doit étre supposé égal a 2. En discutant avee un 
soin particulier la collection nombreuse des observations des marées 
faites a Brest au commencement de ce siecle, nous avons été conduits, 
par les deux moyens que Newton et M. Daniel Bernoulli ont employés 
séparement, au rapport de 3.41, pour celui des forces de la Lune et 
du Soleil. Ce rapport peut done étre regardé comme fort approché. 
Pour que l’on puisse juger de son degré d’approximation, nous allons 
déterminer, suivant les quatre rapports 2, 3, 3, 4, les retards u des 
marées dans les syzygies et dans les quadratures, du jour méme de la 
phase au troisiéme jour qui la suit, et le minimum de leur hauteur, 
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en supposant leur maximum de r9?', 249, comme nous l’ayons trouvé 
dans l’article XIII. 


TABLE VI. 
Rapport Valeur de 

de a Minimum 

la force de la Lune dans dans de 

a celle du Soleil. les syzygies. les quadratures. la marée totale. 

h om ho om pi 
Draiaued ney tou aie ee tagsteoe © to alt 1.425 4.28 5,996 
Biel Rebate tk nh Ady i 1.50 3.564 7,767 
Spe ane air ek eur ea 1554 3.38 g ,093 
[ic MAS Oe RNS OI 2. 34 3.174 10,946 
Par les observations.... 1.57 3.42 5 g, 108 


On voit par cette Table que les rapports 2, > et 4 donnent des résul- 
tats si Gloignés des observations, qu’il est impossible de les admettre, 
tandis que le rapport de 3 4 1 s’en approche beaucoup. La valeur 
observée de ps. dans les syzygies semble l’indiquer un peu plus grand; 
mais cette valeur observée dans les quadratures l’indique plus petit, en 
sorte qu'il parait n’avoir besoin d’aucune correction sensible. Voyons 
maintenant ce qui résulte de ce rapport pour les phénoménes de la pré- 
cession et de la nutation. 

Si l’on suppose la nutation totale de l’axe terrestre égale a 9’(1 +y), 
on aura 


L 

v3 al 103189 (1 +- y) 
S is 154143. 
pit pl 


| Voir les Mémoires de U Académie pour l'année 1783, p. 24 (').| 
) EP TS ees 
En supposant done =; = —;> on trouvera 10’,083 pour la nutation 


de l’axe terrestre, en sorte qu’il faut porter & une seconde entiére 


: ay ; ve) pe 
augmentation de — que plusieurs astronomes ont déja faite au 
résultat de Bradley. 

L’équation totale de la précession se détermine en divisant le double 


de la nutation totale par la tangente du double de l’obliquité de P’éclip- 


(1) OEuvres de Laplace, T. XI, p. 27. 
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tique, ce qui donne 18’,844 pour l’équation de la précession. Si l’on 
nomme ¢ le rapport du moyen mouvement sidéral de la Lune a celui 


du Soleil, et T la masse de la Terre, ona 


Ej 7 

SSS > 

ik ==3 
d’ot l’on tire 

re I 

T 58,57’ 


c’est-a-dire que la masse de la Lune est environ ;4 de celle de la 


Terre. 
Le coefficient de l’équation lunaire des Tables du Soleil est 


Si l'on suppose la parallaxe de la Lune de 57’ dans les moyennes 


distances, et celle du Soleil de 8’,8, ona 


on aura ainsi 8”,g pour l’équation lunaire des Tables du Soleil. 

Nous deyons cependant observer ici que le rapport de s d = donné 
par les phénomenes des marées peut n’étre pas exactement le méme 
que celui qui doit étre employé dans le calcul de la précession et de 
la nufation, car on a yu dans l'article VI que la masse L de la Lune 
doit étre augmentée dans le rapport de B’ a B dans le calcul des phe- 
nomenes des marées. Ce dernier rapport étant inconnu, la masse L ne 
peut étre encore exactement déterminée par ces phénoménes; mais il 
est aisé de voir que ce rapport doit étre fort peu different de l’unite, 
en sorte que la masse L de la Lune conclue des phénoménes des 
marées peut étre regardée comme étant fort approchée. 


XXXVIII. 


La difference des heures des marées des quadratures et des syzygies 
offre un nouveau moyen pour déterminer le temps dont la syzygie et 
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la quadrature précedent le maximum et le minimum des marées. Pour 
cela, nommons a eta’ les heures des marées du matin et du soir dans 
les syzygies; nommons pareillement & et 5’ les heures des marées du 
matin et du soir dans les quadratures; l’heure de la marée du matin 


dans les syzygies sera, par l’article XXVI, exprimée par la formule 


T—K(¢+ 12'— a@), 


h 
3i-+ h 


la syzygie au troisiéme jour qui la suit. 


K étant égal a 


» eth étant le retard des marées du jour méme de 


On aura done 
T— K(¢€+12"— a)=a. 


Uheure de la marée du matin dans les quadratures sera, par l’ar- 
ticle XXXII, exprimée par la formule 


6o+ 1 — K' (6+ 128 d), 


ee ; Spas ; : : ‘ 
K’ étant égal a aap et h’ étant le retard des marées du jour meme de 


la quadrature au troisieme jour qui la suit; on aura done 


654+ T— K’(€+12'— b)= +. 
En retranchant de cette équation la précédente, on aura 


65= b—a— K(E+ 128— a) + K'(E + 125— db), 


*% 


La comparaison des deux marées du soir dans les syzygies et dans les 
quadratures donne pareillement 


6h— b!— a'— K(E— a’) + K' (6 — 4’). 


Pour conclure avec précision, de ces deux équations, la yaleur de ¢, 
on les ajoutera l’une & l’autre, et l’on tirera de leur somme 


bh rah+ a + a'— b— b+ K(128— a — a!) — K'(12"— b— b) 
(yh tcs SS gESIC 
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On a, par les articles XXVII et XXXII, 


& —3" 20730", 
a — a7 55> 3S, 
6&= Sho6™245, 


5’ 8 b7" 35". 
On a de plus, par les articles XXIX et XXXY, 


h = 1756758", 5, 
fh SSS PAOD TPs 
On trouyera, cela posé, 
& — 43h56m 18s, 
Si l'on prend un milieu entre les valeurs de ¢ données par les hau- 


teurs des marées dans les articles XIII et XXII, on a 
¢ — 36>40™, 


La différence de cette valeur de Ca la précédente est trop considé- 
rable pour pouvoir étre attribuée aux erreurs des observations, sur- 
tout si l’on considére le peu de différence des valeurs de ¢ données 
par les hauteurs des marées syzygies et par celles des marées quadra- 
tures. 

En considerant l’équation (0), on yoit que, pour diminuer la valeur 
de ¢, il suflit de supposer que l’heure des marées syzygies, & Brest, 
retarde de quelques minutes sur l’heure déterminée par la théorie, 
en partant de I’heure observée des marées quadratures. Or il est fort 
probable que plus les marées sont grandes & Brest, plus elles retar- 
dent sur I’heure donnée par la théorie. On congoit, en effet, que l’en- 
tree de la rade étant fort étroite relativement & son étendue, les 
grandes marées doivent employer plus de temps que les petites 
marées & se former dans le port. Peut-étre encore les fortes marées 
emploient plus de temps que les faibles & parvenir dans nos ports. 
Si l'on nomme a ce retard des marées syzygies sur les marées quadra- 
tures, il faudra diminuer chacune des valeurs de a et de a’, données 
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par Vobservation, de la quantité 2, ce qui diminue de ere la 


valeur 43"56™188 de ¢ donnée par les intervalles des marées. Pour 
réduire cette valeur a 36"47™, il faut supposer 2 = g™,9754, et alors 
les valeurs de ¢, données par les hauteurs et par les intervalles des 
marées, s’accordent entre elles. ) 

Ce retard d’environ ro™ des marées syzygies sur les marées quadra- 
tures est confirmé par les observations des marées périgées et apogées, 
et il m’a donné l’explication d’un phénoméne que m’ont présenté les 
marées de la Table III, article XVII. J’ai pris dans cette Table la 
somme des heures des marées syzygies, dans lesquelles le demi-dia- 
metre lunaire surpasse 16’, le matin et le soir du jour méme de la 
syzygie et du troisieme jour qui la suit, en réduisant ces heures a 
ce qu elles auraient été si la syzygie fut arrivée 2 midi. Je n’ai point 
considéré la premiére syzygie de cette Table, parce que les marées du 
troisieme jour n’ont point été observées dans la syzygie correspon- 
dante. J’ai trouvé pour la somme de ces heures : 


Jour de la syzygie. Troisiéme jour apres la syzygie. 
er EE 
Matin. Soir. Matin. Soir. 

35h oQm 39h a0" 6ohs3™ 64 om 


J'ai pris les sommes des heures des marées correspondantes dans les- 
quelles le demi-diametre lunaire est au-dessous de 15’, en ne consi- 
dérant point la seconde syzygie de la Table, et j’ai trouvé pour la 


somme de ces heures : 


Jour de la syzygie. Troisiéme jour de la syzygie. 
er ee 
Matin. Soir. Matin. Soir. 
Z3Rb53m Arh 36™ 56> tom 59h 13™ 305 


En retranchant les sommes relatives aux marées périgées des sommes 
correspondantes relatives aux marées apogées, on a les quatre diffé- 
rences 


205™, 1277, —243™, — 288™,5, 


Ces différences doivent étre, par l’article XXVIII, proportionnelles 
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aux imervalles du maximum des marées aux heures des marées qui 
leur correspondent. Soit done ¢ V’intervalle du maximum de la marée 
a l'heure de la syzygie supposée arriyer & midi. L’heure de la marée 
du matin & Brest étant 3"20™3o% le jour de la syzygie, la distance du 


maximum & cette marée du matin est 
+ 12h— 3hg0™3os. 


L’heure de la marée du soir du méme jour étant 3°38™38*, la distance 
du maximum A cette heure sera 


a — 3b38m 38s, 


Ona vu, dans l'article XXIX, qu'il faut ajouter 1"56™58% aux heures 
des marées du jour de la syzygie pour ayoir les heures correspondantes 


des marées du troisieme jour qui la suit. On aura ainsi 
655 17™28§5— f et 77435™368—¢ 


pour les distances du maximum, aux heures des marées du matin et 
du soir du troisieme jour apres la syzygie. 
Les quatre nombres 205™, 127™, 243™, 288™,5 doivent donc étre 


proportionnels aux quatre suivants : 
c+. Sh 29" 30%, 4 = 35 38™ 38s, 65" 17™ 288 — (ae mh ghm 365 — C: 


mais, comme les erreurs des observations empéchent que ces propor- 
tions n’aient lieu exactement, nous en composerons une proportion 
moyenne, en faisant la somme des quatre premiers de ces huit nom- 
bres, qui est 4 la somme du troisiéme et du quatriéme, moins la somme 
du premier et du second, comme la somme des quatre derniers est & la 
somme du septiéme et du huitiéme, moins la somme du cinquieme et 
du sixiéme, ce qui donne 


(p) 863™, 5: 199™,5 3: 8873, 9: 8272™, 2 — 4%, 


d’ou l’on tire 
¢ = 25" 55™, 5; 


Cette valeur de ¢ s’éloigne trop du résultat 36"47™ donné par les hau- 
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teurs des marées, pour que la différence puisse étre attribuée aux 
erreurs des observations; il est assez remarquable qu’elle soit au-des- 
sous de ce résultat, tandis que la valeur de € donnée par les interyalles 
des marées syzygies est au-dessus. Voyons si la méme cause, au moyen 
de laquelle nous avons rapproché la valeur de ¢ donnée par les inter- 
valles des marées syzygies et quadratures du résultat 36"47™, rap- 
proche de ce méme résultat la valeur de ¢ donnée par les intervalles 
des marées périgées et apogées. 

Les marées périgées doivent, en vertu de cette cause, retarder sur 
les marées apogées; il est tres naturel de supposer que ce retard est 
a celui des marées syzygies sur les marées quadratures comme l’excés 
des marées périgées sur les marées apogées est & l’exces des marées 
syzygies sur les marées quadratures. Nous venons de trouver le retard 
des marées syzygies sur les marées quadratures égal 8 9™,9754. L’exces 
moyen, des marées périgées sur les marées apogées de la Table III est 
5P!1,094. L’exces des marées syzygies sur les marées quadratures est, 
par les Tables I et V, égal & 7?',384; en nommant done a™ le retard 
des marées périgées de la Table III sur les marées apogées correspon- 
dantes, dépendant de cette cause, on aura 

a™ + 9™,9754 3: Spi, 094 : 77,384, 
d’ot Von tire 
cme 6", S84, 
Il faut ainsi retrancher 112™ ou 75™,7 des quatre nombres 


35h 28™, 39" so"; 6ob I 3”, 64» 2m, 


et alors la proportion (p) se change dans celle-ci 
863™, 5: — 103™, 29 3: 8873, 9 : 8272™, 2 — 4, 
ce qui donne 
mE he as Oa 
Ce résultat se rapproche assez du résultat 36"47™ donné par les hau- 
teurs des marées, pour que la différence soit dans les limites des 
erreurs des observations. Il confirme en méme temps ce que nous 
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avons dit: savoir, que les hautes marées, & Brest, retardent sur l'heure 
déterminée par la théorie. 

Le retard des marées périgées sur les marées apogées, da aux cir- 
constances locales, est le méme pour les marées qui précedent et pour 
celles qui suivent le maximum; il ne doit done point influer sur le 
retard des marées du jour de la syzygie au troisieme jour qui la suit, 
et nous deyons, & cet égard, retrouver, par les observations, les résul- 
tats de la théorie. 

Dans les marées périgées précédentes, la somme des marées du 
matin et du soir du troisieme jour apres la syzygie sur les marées du 
matin et du soir du jour de la syzygie est 49"18™. 

Dans les marées apogées précédentes, la somme des retards des ma- 
rées du matin ef du soir du troisieme jour apres la syzygie sur les ma- 
rées du matin et du soir du jour de la syzygie n’est que de 34°54", 5, 
plus petite que la précédente de 14"23",5; nous nommerons (A) 
cette difference. 

Suivant la théorie donnée dans Varticle XXX, si l'on nomme g la 
demi-somme des retards, tant dans les marées périgées que dans les 
marées apogées, et # exces des demi-diametres lunaires périgées sur 
les demi-diamétres lunaires apogées, divisé par la demi-somme des 
demi-diamétres, tant périgées qu’apogées, on aura “‘aq pour la diffé- 
rence (A). La Table III donne 219” pour l’exces des onze demi-dia- 
métres périgées sur les onze demi-diaméetres apogées, et 173/22” pour 
la demi-somme de yingt-deux demi-diametres lunaires, ce qui donne 


ona, de plus, g = 42"6™,2, d’ot l’on tire 


tLag=14h9™,5 = (A). 


La difference de cette valeur (A) a la valeur observée, 14"23™,5, 
est trés petite et dans les limites des erreurs des observations; nous 
retrouyons donc ici le méme accord que nous avons déja trouvé, dans 
l'article XXX, sur le méme objet. 
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Il suit, de ce que nous venons de voir, que l’on peut fixer, a tres 
peu pres, a 3630™ le temps dont le maximum de la marée suit la 
syzygie a Brest. Ce temps détermine celui dont la marée solaire suit, 
dans ce port, le passage du Soleil au méridien; il détermine encore le 
temps dont la marée lunaire suit le passage de la Lune au méridien. 
En effet, T étant heure du maximum de la marée 4 Brest, on a, par 
ce qui précéde, les quatre équations suivantes : 


T—K (€+12'—a)=a, 


T—K(¢ —2) Se; 
65+ T—K’'(€+12"—b)=b), 
66+ T— K'(¢ — b')=b"'. 


En réunissant ces quatre équations, on aura 


final Bae! K K’ 


i she ah I Seon I 
| ; + (K-+K') (25+ 34) Zia +@) i 


(b+ b') — 3h; 


en supposant ensuite € = 3630”, on aura 
T = 4h26™ 13°, 


Aux instants du maximum et du minimum de la marée, les marées 
lunaires et solaires coincident; ainsi la marée solaire, 4 Brest, suit le 
passage du Soleil au méridien de 426™13°; et, si le Soleil agissait 
seul sur la mer, l’heure moyenne des marées, dans ce port, serait la 
méme le matin et le soir, et de 4" 26™ 135. , 

Pour avoir le temps dont la marée lunaire suit le passage de la Lune 
au méridien, nous observerons que le maximum de la marée ayant 
lieu 36"30™ aprés la syzygie, la Lune est alors éloignée du Soleil dans 
’écliptique de 18°32’25”. Le Soleil est, au méme instant, éloigné du 
méridien de 66°33'15”; ainsi la Lune n’est éloignée du méridien que 
de 48°0’50”. L’instant moyen de la marée lunaire, 4 Brest, a done lieu 
a 3"y2™38 lunaires, c’est-a-dire que, si la Lune agissait seule sur la 
mer, les marées arriveraient 4 3°12™38 lunaires ou a 3°18™485 solaires 
apres le passage de cet astre au méridien. 
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pode BE 
Expression générale des hauteurs des marées a Brest. 


Nous pouvons maintenant, au moyen des recherches précédentes, 
déterminer, relativement au port de Brest, toutes les arbitraires que 
renferme l’expression de la hauteur y de la mer, trouvée dans l’ar- 
ticle VIII, et nous aurons la formule suivante : 


y =— ori, o860[ p?(1 — 3 sin?'v) + 3p (1 — 3 sin’? v’)] 
+ or’, 2211 [ p* sinv cosy cos(v — 53°33’) 
+ 3p'*sinv’ cosv’ cos(v + 9 — 9! — 53° 33')] 
+ av', 4061[ p® cos? v cos2(¢ — 66°33’) 
+ 3p* cos*v' cos2(¢ + 9 — of — 66°33’) ]. 


Dans celte formule : 1° ¢ est angle horaire du Soleil, c’est-d-dire 
l'angle que cet astre a décrit par son mouvement diurne, depuis son 
passage par le méridien supérieur jusqu’a instant pour lequel on 
calcule. 2° Les angles y, v’ et o’— 9g sont relatifs & instant qui pré- 
céde de 36"30™ celui que l’on considére; les déclinaisons boréales sont 
supposées positives, et les déclinaisons australes, négatives. 3° p est le 
rapport du demi-diamétre du Soleil, relatif & Pinstant qui précede de 
36"30™ celui que l'on considere, & son demi-diamétre moyen; p’ est 
le méme rapport pour la Lune. 

Les causes diverses qui modifient les oscillations de la mer sur les 
cotes empéchent la formule précédente de représenter exactement les 
observations. Ainsi l’instant de la basse mer déterminé par cette for- 
mule differe d’environ 7™ & 8™ de instant observé, parce que la mer 
emploie 15™ de plus a descendre qu’a monter. On corrige cette diffé- 
renee, en augmentant d’environ 7™,5 instant calculé de Ja basse 
mer. 

Les causes dont nous venons de parler élévent, & Brest, le niveau 
de la mer un peu plus dans les syzygies que dans les quadratures ; 
elles retardent encore les marées a raison de leur grandeur; mais on 
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corrigera 4 tres peu pres ce retard, en ajoutant ou en retranchant de 
"heure de la marée, déterminée par la formule précédente, 1™20° 
pour chaque pied dont la marée totale calculée par la méme formule 
sera plus grande ou plus petite que 14 pieds. 


XL. 


Pour compléter la théorie des marées, il nous reste & donner des 
Tables, au moyen desquelles on puisse facilement déterminer l'heure 
des marées. 

Dans nos ports de France, et généralement dans tous ceux dans les- 
quels la difference des deux marées d’un méme jour dans les solstices 
est peu considérable relativement a la hauteur entiére des marées, on 
peut conceyoir que les phénomeénes sont les mémes qu’a l’extrémité 
dun canal, a ?embouchure duquel les marées lunaires et solaires au- 
raient licu au moment du passage des astres au méridien, et emploie- 
raient un intervalle de temps ¢ & parvenir & son extrémité supposée 
plus orientale d’un nombre c d’heures que son embouchure. Nous 
venons de voir que, a Brest, ¢ est de 36°30, et il parait que cette va- 
leur est & peu pres la méme dans nos ports. Quant a la valeur de ¢ qui, 
pour Brest, est de 3"56™13°, elle est fort variable dans les différents 
ports. Lorsque¢ est connu, les observations des heures des marées, dans 
les syzygies et dans les quadratures, donneront, par l’article XXXVIII, 
la valeur de T ou le temps dont la marée solaire suit le passage du So- 
leil au méridien; en nommant ensuite g le reste de la division de ¢ 
par 12, on aura 

c=T—g. 

Maintenant, si l’on connait l’heure des marées a l’embouchure du 
canal, en l’augmentant de ¢+, on aura ces phénoménes dans le 
port; il ne s’agit done que de former une Table qui donne V’heure des 
marées dans un lieu ot les marées partielles arrivent au moment du 
passage des astres au méridien. Si l’on nomme / le demi-diamétre du 
Soleil, H son demi-diamétre moyen, /’ et H’ les mémes quantités pour 
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la Lune, on aura, par ce qui précede, au moment de la pleine mer, 


| dep spins ; 
(a) cos? Vv sin2(9 — 9’) 
tang2(nt+o0—9')= ae ay ae eer ——: 
) COS? V’ -++- (zt) cos? v cos2(9 — 9’) 
Sw (iF 


Pour réduire en Table la valeur de rt +o — 9’, relativement aux 
diverses valeurs de g— 9’, A, v, 2’, v', nous observerons que l’on peut 
simplifier l’expression de tang2 (nt +- a — 9’), en corrigeant les demi- 
diamétres A et A’ de cette maniere. On formera une Table des valeurs 


de la quantite 
2,89841 H’+ H 


; 2, O904 1 tk = | kf 
(x) 3, 89841 (1 Vcos v), 


de degré en degré, depuis y =o jusqu’a v = 30°. Voici cette Table, 
dans laquelle le demi-diamétre moyen H’ de la Lune est de 15’43’,5, 
et le demi-diamétre moyen H du Soleil est de 16’1”, 5. 


TABLE VII. 


v. 7: Vv. 7%: Vv. Fa 

> ” ° ” ° " 
foeee se 0,10 era cues 11,65 Bin eg 42,46 
Satins 0,38 Ce rE eer 29,4 saaxe . 46,60 
epee 0,87 ioauen ess 1037 Dae ite 50,94 
Aiwtaas 1,54 bard meng 18,97 Riis Cente 55,46 
“SS! 2,41 Deh ag ice 21,66 Roe pistes 60,19 
Gen use ss ey hore ene 24,65 OD veers 65,10 
Peet ace 4,72 FN ee 27,82 oly ee thn) 70,21 
eles p< 6,16 fs ay he 31,19 DSa Meters FOnOL 
Gixtades G 7,80 ard eae es a4 76 20 te ie «OL OT 
AO aie euch 9,63 NOs te sina 38,51 SOP eiere tou 86,70 


On corrigera, au moyen de cette Table, le demi-diametre h du So- 
leil, en en retranchant la quantité qui, dans la Table, répond a la dé- 
clinaison y du Soleil. On corrigera pareillement le demi-diamétre A’ 
de la Lune, en retranchant la quantité qui, dans la Table, répond a la 
déclinaison de la Lune; on aura ainsi, a fort peu pres, 


(qi) sina(g —9’) 


a ie VRS MEG 
2,89841 (a) 4- (a) cos2(9 — 9’) 


tang2(nt+o—9')= 
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h et W’ étant ici les demi-diaméetres du Soleil et de la Lune, corrigés 
par ce qui précede. Les déclinaisons du Soleil et de la Lune disparais- 
sent ainsi de l’expression de tang2(nt +o — 9’). A la rigueur, il fau- 
drait retrancher du demi-diametre du Soleil la quantité (1 — Vcos?v); 
mais, cette quantité étant fort petite et la valeur de A différant trés 


2,89841 H+ H : : 
peu de ere » on peut, sans erreur sensible, substituer pour / 


cette valeur dans la quantité précédente. On doit appliquer la méme 
réflexion 4 la correction du demi-diamétre de la Lune; et, comme |’in- 
fluence de cet astre sur l’heure des marées est & celle du Soleil dans 
le rapport de 2,89841 a lunité, j’ai employé les demi-diamétres H 
et H’, suivant ce rapport, dans le coefficient 


2,8984; H’+ 
389841 


Si lon divise le numérateur et le denominateur de l’expression de 
aN . “a5 “op, 

tang2(nt + o — 9’) par (a) » et si l’on considere que la différence 

WH, H+A'—h h) (h'—h) 
des —, a — Tr 
AH i AY 

vu la petitesse des deux facteurs H — h et A’ — A, on aura 


est LYS 


et qu’elle peut étre négligée, 


sin2(o — 9’) 
tanga(né So 9’) = ane 2 en 


3 
2,89841 ( — WW! ) + COS2(9 — 9’) 


expression dans laquelle, au lieu des cing variables 4, vy, f’, v et 
9 — 9’, il n’y a plus que deux variables 9 — ¢’ et h’—A. 
On réduira en Table l’are nt + o — 9’, en déterminant, au moyen 


Ne 


de l’équation précédente, cet arc depuis g—9’=o0 jusqu’a g —9' go". 


Pour cela, on fera, depuis 9 — o’ = 0 jJusqu’a 9 — 9’ = 45°, 


cos2(9 — 9") 


Cosa A= ae 
2,89841 (— ) 
et on aura 
sin2(o — 9! 
tang2(né+ ow— 9’) = — (9 es te 


SPS ELS Fe" 
5,7 9682 (= é ~) cos A 
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En changeant dans cette valeur cos?A en sin?A, on aura la valeur de 
tang2(nt+o— 9‘), correspondante & go° — (9 — 9’). 

Voici présentement la Table dont nous venons de parler, calculée 
de 5° en 5° dans les sept suppositions de A’ — h = — 120’, = — 80", 


=— 4o"y '=0, == 40", = So"; = 120". 


TABLE VIII, 


ARGUMENT. Angle 
= horaire 

Ascension de 

droite la Lune 

du Soleil, a Tinstant Ce qwil faut ajouter Ce qwil faut retrancher 
moins celle de la a cet angle, de cet angle, 

de pleine mer, lorsque lorsque 

la Lune. lorsque rr EE 
——_—- h’'—h=0. h'—h=—40".  h'-h=—80", h'—-hk=—120". hi—h=s0", = h'—h=80".  -h'—h=120". 

‘ ° ° ' ° ' ° ' ° ' ° ' ° ' ° ' 
oO 180 Oo. O Oo. a Oo. @ 0. O Cy .O oOo. O 0. O 
) 175 I.14 O..9 0.15 0.24 OF 0.13 0.18 
10 170 2.26 0.05 0.31 0.49 0.13 0420 0.356 
15 165 3437 0.22 0.47 1.14 0.20 0.38 0.53 
0 160 4.46 0.29 ee 1.39 Ow27 0.55 bea 
25 155 5.50 0.37 1.19 a0 6 0.33 Ps te 1.29 
10 150 6.49 0.45 1.36 2.32 0.39 Tagho 1.47 
om) 145 7.42 0.53 Loe Bice 0.46 27 Dy. ao 
fo 140 8.27 10 res ey 0.53 1.39 2.19 
j5 135 9-3 r. 8 2.26 300 0.59 1.50 2.36 
10 130 9.24 eG: 2.42 h. Dh re 6 Pe ale 2.48 
5 125 9.31 rw 2.56 4.51 i) Dae a Bor 
bo 120 9.19 1.25 a. et 5.14 ig ie 2.10 itn Ke) 
65 115 8.46 1.27 3.14 5.98 Tedin 22.9 2.56 
70 110 7.48 1.33 3250 ey T7206 251110 2.44 
75 105 6.24 Loko 2.50 4-59 0.57 1.43 PON 
So 100 R36 0.56 ee 3.56 0.43 ji pe 1.43 
85 95 2.23 0.30 r.ne 2.13 0.23 0.41 0.54 
90 go 0. oO 0. 0 0. O oO 0 Oo. 6 0. 0 0. O 


L'angle horaire devient négatif lorsque l’argument est compris 
depuis go® jusqu’a 180°; lorsque cet argument surpasse 180°, l’angle 
horaire est celui qui répond, dans la Table, & l’excés de l’argument 
sur 180°. 

Pour calculer, au moyen de cette Table, l’heure de la marée A Brest, 
on déterminera & peu prés l’instant du passage de la Lune au méri- 
dien supérieur ou inférieur pour un lieu plus occidental que ce port 
de 3°56" 13°, et pour un temps antérieur d’enyiron 1+. On détermi- 
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nera pour cet instant, au moyen des éphémérides, les valeurs de 9, v, 
h, o’, v', A’. On corrigera, au moyen de la Table VIII, les valeurs de h 
et de #’, et Yon formera la quantité h’—h. Si les demi-diamétres 
moyens employés dans le calcul de ces éphémérides different de 
ceux dont a fait usage dans Ja Table VII, on retranchera ces diffé- 
rences des valeurs de 4 et de h’ données par ces éphémérides. La 
Table VIII donnera ensuite langle horaire de la Lune A l’instant de la 
pleine mer; il faudra augmenter cet angle de 180°, si l’on a considéré 
un passage de la Lune par le méridien inférieur. En retranchant I’ar- 
gument 9 — 9’ de cet angle horaire, on aura l’angle horaire du Soleil, 
que l’on convertira en temps, a raison de 15° par heure, ce qui don- 
nera l'heure approchée de la pleine mer. 

Pour corriger cette heure, on observera que l’argument 9 — 9’ dans 
la Table VIII se rapporte a l’instant de la pleine mer, qui diffeére un peu 
de ’heure supposée du passage de la Lune au méridien. On prendra 
la différence de ’heure trouvée pour la marée a lheure supposée du 
passage, et l’on calculera la variation de argument 9 — o’ durant cet 
intervalle. On déterminera la variation de l’angle horaire de la Lune, 
correspondante a la variation de l’argument, et l’on retranchera la 
premiére variation de la seconde; cette difference, réduite en temps, 
sera la correction de Vheure de la marée. 

Appliquons cette méthode & un exemple. Pour cela, déterminons 
l'heure de la marée du soir, 4 Brest, le 15 avril 1790. Ce port est plus 
occidental que Paris de 27™17°; ainsi le lieu plus occidental que Brest 
de 3"56™13° est, a loccident de Paris, de 4"23™30%. Je trouve par la 
Connaissance des Temps de 1790 que la Lune, dans ce lieu, a passé au 
méridien inférieur, le 13, & peu prés a 11"44™, et l'on comptait alors, 
a Paris, 16"7™. Une erreur de quelques minutes sur le moment de ce 
passage a trés peu d’influence sur le résultat du calcul; ainsi nous deé- 
terminerons les valeurs de 9, v, A, 9’, v et 2’ pour le 13, a Paris, a 
165, La Connaissance des Temps donne, pour ce moment, 

G 220° Sq, jade ke Pole | sees 4 gis fo gst: 
Ciena Hole Sie VSS OFT § Meo WI ca a 
OEwres de L. — XI. 16 
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Mais, comme le demi-diambetre moyen du Soleil de cette éphémeéride 
est de 1’,5 environ plus grand que celui de la Table Vi, il faut retran- 
cher cette quantité de 2, ce qui le réduit &15’57”. On aura, cela posé, 


au moyen de la Table VII, 
On a ensuite 


Au moyen de ces données, on trouve, par la Table VII, l’angle horaire 
de la Lune égal & 1°16’. Il faut lui ajouter 180°, parce que l’on a con- 
sidéré un passage inférieur de la Lune; ainsi le véritable angle horaire 
de la Lune est 181°16’. En en retranchant l’argument 9 — 9’, on aura 
l’angle horaire du Soleil égal & 176°56’, ce qui, réduit en temps, donne 
r1"47™44%, pour lheure de la marée, dans le lieu plus a louest que 
Paris de 4523™30"; ainsi cette heure a Paris est 16"r1™ 14. 

Pour la corriger, nous observerons qu’elle surpasse de 11™14° 
Vheure pour laquelle nous ayons déterminé les quantités 9 et 9’: 
or, dans cet interyalle, la variation de argument 9 — 9’ est — 5’, et 
la variation correspondante de l’angle horaire de la Lune, donnée par 
la Table VIII, est — 1’. Si, de cette dernivre variation, on retranche la 
premiere, la différence + 4’, réduite en temps, donnera 16° pour la 
correction de l'heure de la marée. Cette heure, dans le lieu plus a 
l’ouest que Paris de 423™30*, sera done 11°48™o0%; en y ajoutant 
4o"26™ 13°, on aura l'heure de la marée, A Brest, & 52"14™13', c’est- 
a-dire le 15 avril & 4"1 4138 du soir. Il y a une correction due A ce 
que la hauteur de la marée totale a surpassé 14". Elle a été trouvée 
de 16”, et par conséquent de 2?! en exces; ce qui, a raison de 1™+ de 
retard par pied d’excédent de la marée sur 14", donne 2™4o0* qui, 
ajoutées 4 l’heure précédente, la portent a 4>16™53°. La mer, ce 
jour-la, fut observée pleine, de 4*15™ & 4" 22™, ce qui s’accorde avec 
le résultat précédent, et ce qui prouve que, depuis prés d’un siecle, 
les données dépendantes des circonstances locales n’ont pas sensi- 
blement varié dans le port de Brest. 
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XLI. 


De la lot suivant laquelle la marée monte ei descend a Brest. 


Jai déja remarqué, dans l'article I, que la mer, dans nos ports, 
emploie moins de temps & monter qu’a descendre. J'ai trouvé, par 
un grand nombre d’observations vers les syzygies, que la différence 
de ces temps est d’environ un quart d’heure a Brest. La comparaison 
@un grand nombre d’observations des quadratures m’a conduit au 
méme résultat, en sorte que les marées des syzygies et des quadra- 
tures ne m’ont présente, a cet égard, aucune difference sensible. 

Dans le recueil des observations des marées faites ’ Brest au com- 
mencement de ce siecle et dont j’ai tiré les résultats précédents, je 
n’ai point trouvé d’observations relatives a la loi suivant laquelle la 
mer s’éléve et s’abaisse. On a bien youlu, & ma priére, en faire 
durant six jours vers les syzygies de l’équinoxe du printemps de 
cette année 1790. Ces observations se rapportent aux 29, 3o et 
31 mars, et aux 13, 14, 15 avril suivants, la Lune ayant été pleine le 
30 mars et nouvelle le 14. Dans ces observations, on a suivi chaque 
jour la hauteur de la mer, de quart d’heure en quart d’heure. Pour 
en tirer un résultat moyen, j’ai pris d’abord une hauteur moyenne 
entre les douze hauteurs correspondantes aux basses mers du matin 
et du soir dans les six jours d’observations; c’est 4 cette hauteur que 
jai fixé le zéro de Véchelle. J'ai pris ensuite un interyalle moyen 
entre les intervalles des basses mers du matin, aux secondes obser- 
vations de chaque jour. J’ai pris semblablement, entre les six hau- 
teurs correspondantes & ces observations, une hauteur moyenne dont 
j'ai retranché la hauteur moyenne de la basse mer. 

J’ai pris encore un intervalle moyen entre les intervalles des basses 
mers du matin, aux troisiemes observations de chaque jour. J’ai pris 
semblablement, entre les six hauteurs correspondantes & ces observa- 
tions, une hauteur moyenne dont j’ai retranché la hauteur moyenne 
de la basse mer. 
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En continuant ainsi, j’ai formé la Table suivante, dans laquelle j’ai 
fixé lorigine du temps au maximum de la marée, en sorte que les 
temps anterieurs & ce maximum sont négatifs. Pour avoir l’intervalle 
de ce maximum a l’instant moyen de la basse mer du matin, j'ai pris 
un milieu entre les intervalles de la basse mer du matin a la pleine 
mer de chaque jour. La premiére colonne de la Table marque le 
temps, la seconde colonne marque les hauteurs observées corres- 
pondantes aux temps. Pour abréger, je n’ai marqué ces hauteurs 
que de demi-heure en demi-heure. La troisiéme colonne renferme 
les hauteurs calculées, en supposant la loi de décroissement des hau- 
teurs de la marée, depuis le maximum, proportionnelle au cosinus du 
produit de 360° par la distance de linstant pour lequel on calcule la 
hauteur & instant du maximum et divisé pour l’intervalle compris 
entre les deux basses mers. C'est, & (res peu pres, la loi de décrois- 
sement qui, suivant la théorie, doit avoir lieu vers les syzygies. Enfin, 
la quatriéme colonne renferme lexcés des hauteurs calculées sur les 


hauteurs observées. 
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TABLE IX. 
Temps Hauteurs 
des Seen eee 

hauteurs observées. observées. calculées. Différence. 
min lig lig lig 
ey Se ee ee eee 11,0 5x5 Sasbe5 
— 330,91 barre du matin... 67,5 68,8 1,3 
eS OOO) Ii teaeete iat ata) ela 216,0 216,6 0,6 
SDF Ox Oils gris Gittahay oe cus eS 449,8 436,8 — 13,0 
= OYTO Mes a pea ea cot ae SPARS, Tie —= 1153 
cD HO AC Lene tate aera sashes 1041,5 1033 ,6 — 7,9 
aeLOOROL ym tte ay. aaistgcns chats 1372,5 1371 ,4 — I,1 
=== IRN ACS Wa OR OLS ara De 1696, 2 1706,8 10,6 
= ell (VLBA) lisence arn Awaauer i arta A 2007 , 0 2017,5 10,5 
=) UN Scrmia aas ta UOC PANO 2284 ,0 14,3 
sa ATOR obo Pacer e ROOT ZAG oN) 2488 ,4 16,2 
Se SOMO Mar nore eee e ore et 2605,8 2617,9 Tone 
EO OMe se tear eae, sto EL Pia © 2661 , 2 2663 ,7 eS 
OF OOMIMARITNUIM oretsis «10 2 2663 ,8 2663 ,8 0,0 
PB OV a tnc\ ors Pace uy OO Our 2609, 2 2623 ,1 13,9 
BORO Meet musica ian esc 2468 ,7 2498 ,6 29,9 
SOOO terse vis) eie exes soteeee 22000 2.2.96 ,3 33,8 
TQ OG guy ete tote ietateet terior 2002,,3 203942) 32,9 
iM OX ser torcuahd cad Leo cin cig. arc 1720,7 1726,5 5,8 
RIOR OL) OAR Od tateaen ey Sean 1423,5 1592,1 — 31,4 
ZOOMOG Meroe peloransie tere as ofel ste 1114,5 1053,8 — 60,7 
25.009 incrapetegee abel x ipl ere es 832,8 gens — 99,2 
DOOn OO mincrerreniels nls cect 570,8 452 ,1 —118,7 
XV) AA amor a oor 336,8 22759 —108,9 
SPIOWUNT G Ceogonuae cies 0 doe 148,90 Ao 4 — 72,6 
Beye Os ae cs Gamat s aie 24,5 459 LO 

379,50 barre du soir..... —11,0 


Dans cette Table : 1° l’intervalle entre les basses mers est de 
12';7™58°, et, par l’article XXIX, il doit étre de 12°18™20°, ce qui 
s’accorde aussi bien qu’on puisse le désirer. L’instant de la pleine 
mer est de 21™ environ plus pres de la basse mer du matin que de 
la basse mer du soir, ce qui différe peu d’un quart d’heure, que j’ai 
trouvé par la comparaison d’un grand nombre d’observations, pour 
l’exces du temps que la mer met & monter sur celui qu'elle met a des- 
cendre. 2° Le niveau de la basse mer du soir est un peu au-dessous de 
celui de la basse mer du matin, comme cela doit étre, parce que les 
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niveaux de la basse mer yont en baissant, & mesure que l’on approche 
du maximum de la marée, qui n’a eu lieu qu’aprés les observations 
de la Table précédente. 3° Il y a peu de difference, en général, entre 
les hauteurs calculées et les hauteurs observées, excepté vers la fin de 
la marée descendante, ce qui confirme ce que nous avons dit ci-dessus, 
savoir, que la marée sur les cotes ne s’abaissant que par sa pesanteur, 
cet abaissement doit étre un peu plus lent que suivant la théorie. 
Ayant recu les observations précédentes, faites environ quatre- 
vingts ans apres celles dont j’ai fait usage pour obtenir la formule 
de article XXXIX, j’ai été curieux d’y comparer cette formule, car 
il est possible que, par la suite des temps, les phénoménes des marées 
changent dans un port en vertu des changements que la nature et 
l'art peuvent opeérer dans ce port. Mais je n’ai point remarqué, entre 
l’observation et le calcul, de differences qui ne puissent étre attri- 


buces aux erreurs des observations. 
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MEMOIRE 


SUR LES 


MOUVEMENTS DES CORPS CELESTES 


AUTOUR 


DE LEURS CENTRES DE GRAVITE ('). 


Mémoires de l’ Institut national des Sciences et Arts, pour lan IV de la République, 
Tome I*; thermidor an YI. 


————— i Sa 


Je me propose de donner, dans ce Mémoire, une théorie complete 
des mouvements des corps célestes autour de leurs centres de gravite. 
Le plus remarquable de tous ces mouvements est celui de la Terre, 
dot résulte la précession des équinoxes. C’est par la durée de la rota- 
tion de cette planéte que les astronomes mesurent le temps; c’est 4 ses 
poles et & son équateur qu’ils rapportent la position des astres; il im- 
porte donc de connaitre exactement leurs variations périodiques et 
séculaires. J’ai pensé que, malgré les profondes recherches des géo- 
métres sur cet objet, il pouvait étre utile encore de le considérer de 
nouveau, en discutant avec un soin particulier toutes ces variations. 
Je ne m’occupe ici des mouvements des centres de gravité que pour 
donner une équation de condition assez remarquable, qui a lieu dans 
ces mouvements, et qui est un développement de l’équation aux diffé- 
rences partielles, sur laquelle j’ai fondé ailleurs la théorie de la figure 
des planetes. Je passe ensuite a la considération des mouvements d’un 
corps autour de son centre de grayité, et, pour cela, je fais usage des 
équations différentielles données par Euler dans le troisiéme Volume 
de sa Mécanique; elles me paraissent étre les plus commodes et les 
plus simples que l’on puisse employer dans cette recherche. Pour les 


(1) Lu le 1°" pluvidse an IV, et déposé au Secrétariat de l'Institut le 16 nivdse an V. 
OEuvres de L. — XII. 17 
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intégrer, il faut en développer les différents termes, en distinguant 
ceux qui peuvent devenir sensibles par les intégrations. Cette discus- 
sion est la partie la plus délicate de cette théorie. Il en résulte que, 
parmi les changements périodiques de l’axe de la Terre, le seul sen- 
sible est celui qui dépend de la longitude des neeuds de l’orbe lunaire, 
et que l’on nomme nutéation. Il existe encore, dans l’expression de 
l'inclinaison de cet axe & l’écliptique, une petite inégalité d’une se- 
conde & peu prés dans son maximum, et dont l’argument est le double 
de la longitude du Soleil. Quelques astronomes ont introduit une 
nouvelle équation d’enyiron deux secondes, et qui dépend de la lon- 
gitude de l'apogée de l’orbe lunaire; mais on verra, par l’analyse sui- 
vante, que cette équation doit étre rejetée. Les variations séculaires — 
de l’orbe terrestre en produisent de correspondantes dans la position 
de l’axe de la Terre, rapportée & un plan fixe; elles sont analogues a 
la nutation produite par le mouvement de l’orbe lunaire, avec cette 
différence que, la période des mouvements de l’orbe terrestre étant 
incomparablement plus grande que celle du mouvement des noeuds 
de la Lune, la nutation quien résulte est beaucoup plus étendue. Le 
principal effet de cette nutation est de resserrer les limites des varia- 
tions séculaires qui auraient lieu dans l’obliquité de lécliptique sur 
l’équateur et dans la durée de l'année tropique, si la Terre était exac- 
tement sphérique. Il en résulte encore une petite altération dans la 
longueur du jour moyen; mais elle sera toujours insensible aux 
observateurs, en sorte que l’on peut, sans craindre aucune erreur 
sensible, regarder la durée du jour comme étant toujours la méme, et 
s'en servir pour la mesure du temps, résultat que je développe avec le 
détail qu’exige son importance dans |’Astronomie. 

Les phénomenes du mouvement de l’axe de la Terre doivent répandre 
quelques lumiéres sur la figure de cette planéte, puisqu’ils en dépen- 
dent; mais, pour cela, il est nécessaire de considérer cette figure de la 
maniére la plus générale, et c’est ce que j’ai fait dans les Mémoires de 
l’ Academie des Sciences pour l'année 1782 ('). En combinant la théorie 


(1) GEuvres de Laplace, T. X. 
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que j’ai présentée dans ces Mémoires avec les formules du mouvement 
de l’axe terrestre, je trouve que l’on ne peut pas supposer la Terre 
homogéne, ni son aplatissement au-dessus de ;+,, et que l’aplatisse- 
ment 535, qui résulte des mesures du pendule, satisfait aux phéno- 
menes de la précession et de la nutation : d’owu il suit que les termes 
de l’expression du rayon du sphéroide terrestre, qui paraissent écarter 
sensiblement les degrés mesurés du méridien de la figure elliptique, 
ont une influence beaucoup moindre sur la grandeur de ce rayon et 
sur la variation de la pesanteur; en sorte que, dans le calcul des paral- 
laxes, de la longueur du pendule et des mouvements de l’axe de la 
Terre, on peut supposer a cette planete une figure elliptique aplatie 
de ;5,. Ces recherches supposent la Terre entiérement solide, et l’on 
peut croire que la fluidité de locéan doit en changer les résultats. En 
soumettant a l’analyse les effets de sa pression et de son attraction 
sur le sphéroide qu’il recouvre, la considération des équations de ses 
mouvements me conduit directement a ce théoreme auquel je suis 
déja parvenu d’une maniere indirecte dans les Mémoures de l’ Academie 
des Sciences pour année 1777 ('); savoir, que da précession et la nuta- 
tion sont exactement les mémes que st la mer formait une masse solide 
avec la Terre. J’ose me flatter que cette analyse pourra mériter l’atten- 
tion des géométres. 

La théorie précédente des mouvements de l’axe de la Terre s’étend, 
au moyen de légeres modifications, aux mouvements de l’axe de la 
Lune. Les belles recherches de Lagrange sur la libration de ce satel- 
lite ne laissent a désirer, sur cet objet, que ce qui concerne les varia- 
tions séculaires de ce phénomene. Je présente ici la théorie de ces 
variations ainsi que quelques remarques sur la figure de la Lune. 
Enfin, en étendant la meme analyse aux anneaux de Saturne, je fais 
voir que, malgré la difference des attractions qu’ils éprouvent de la 
part du Soleil et du dernier satellite de cette planéte, l’action de 
Saturne les retient toujours, a trés peu pres, dans le plan de son 
équateur, s’il est doué d’un mouvement rapide de rotation; résultat 


(1) CEueres de Laplace, T. IX. 
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d’ou j’avais conclu l’existence de ce mouvement, ainsi que la rotation 
des anneaux, avant gue les observations eussent fait connaitre ces 


mouvements divers. 


Le mouvement d’un corps libre consiste dans le mouvement de 
translation de son centre de grayité et dans le changement de sa 
position autour de ce point. La recherche du mouvement du centre 
de gravité se réduit & déterminer le mouvement d’un point sollicité 
par des forces données; et, relativement aux corps célestes, ces forces 
sont le résultat des attractions de sphéroides dont la figure est sup- 
posée connue. Soient dm une molécule d’un sphéroide; 2’, y’, 3’ les 
trois coordonnées orthogonales de cette molécule; dm sera de la 
forme 6' da’ dy dz’, 6 étant fonction de 2’, y’, 3’. Soient encore 
x, y, = les coordonnées d’un point attiré par le sphéroide; si l’on 
nomime V la somme de toutes les molécules du sphéroide, divisées 
respectivement par leurs distances au point attiré, on aura 


7 6! dz! dy' dz' 


. Sl eae Gee 

cette integrale étant prise relativement a toute l’étendue du sphé- 
roide. Ses limites étant indépendantes de wv, y, z, ainsi que les 
variables a’, y’, 3’, il est clair qu’en différentiant l’expression de V 
par rapport & a, y, s, il suffira, dans cette differentiation, d’avoir 
égard au radical que renferme cette expression, et alors il est facile 
de voir que l’on a 


(1) ee PO RY 
at Oy? a2? 


T 


la fonetion V a l’avantage de donner, par sa différentiation, l’attrac- 
tion du sphéroide parallélement aux axes des x, des y et des 3. Ces 
attractions, dirigées vers l’origine des coordonnées, sont 


ov OV ov ; 
Oz’ 
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en nommant done dé l’élément du temps, supposé constant, le mou- 
vement du point attiré par le sphéroide sera déterminé par ies trois 
équations differentielles 


aes ax OV 

- de) ox? 

a6 Vita y. 

oe Ve ias voy 
Dee dF 

\ ~ de Oz 


Considérons présentement une molécule dm’ d’un corps altiré par 
le sphéroide, et représentons par x, y, z les coordonnées de cette 
molécule. Si ’on nomme X, Y, Z les coordonnées du centre de gra- 
vité du corps, et si l’on fait 

pe a ee 
FeAl Hf; 


i —— help 


en sorte que x’, y”, s” soient les coordonnées de la molécule dm’ rap- 
portées a son centre de gravité; en les considérant comme indépen- 
dantes de X, Y et Z, on aura 


ov _ ov av 3V ie 
0x OX’ Ox? OX?” vee 


ainsi les forces dont la molécule dm’ sera animée parallelement aux 
axes des X, des Y et des Z seront 
pe SON a DY 
ox’ OY’ OL 
Sil’on fait 
dm! = 6" da" dy" dz" 
et 
Vix [8'V da! dy" ds’, 
l’équation (1) donnera 


SAVER OV | VS 
(3) OF Ker saya an 
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les sommes des forces relatives & toutes les molécules du corps et 
paralléles aux axes des X, des Y et des Z seront 

ov wv, ov. 

ox VS OF Oz? 
or, par les propriétés connues du centre de gravité, ce point est mu 
comme si, la masse du corps y étant réunie, toutes les forces dont 
chaque molécule est animée lui étaient immédiatement appliqueées. 
En nommant donc E la masse du corps, on aura 


pk _ av! 

|" de® @X° 

ay ov’ 

(6) ton, es 
_@F ov' 

i Ean eA 


Changeons les coordonnées X, Y, Z en d’autres plus commodes pour 
les astronomes. Nommons r le rayon mené du point attiré 4 Vorigine 
des coordonnées; soient ¢ l’angle que la projection de ce rayon sur le 
plan des X et des Y fait avec l’axe des X, et o linclinaison de r sur le 


méme plan, on aura 
X =rcosw cos», 


Y =rcoso sin ¢, 


Acar Sips. 


L’equation (2), rapportée 4 ces nouvelles coordonnées, devient 


07 V' 
: one oy! Ov? eV' sina dV 
(3) 1S PF 8 SO ee = 
Or? or cOs?o Oos* COSD OD 
En faisant ensuite 
ee ar Pe dy? eas" a? 
alegre? Satu he aneee Yy 
d 
aur a? cos?a 
N = dt 
—_— dt . 
oa dy? 2rdrda 


ay peels 2 =i 
1? 7p sinw cosa + — 
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les équations différentielles (b) donneront les suivantes 


‘S OP y Aisa see ay 2c ep 

io) 
Les valeurs de 7, v et o renferment six arbitraires introduites par les 
intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires a, b 


etc; on aura les trois équations suivantes : 


ON Or 02 NC or 0?V' dw _ 0M 


Or? da 7h Orov da Ordw da da’ 
eV! or | @V' de | OV! Oo _, OM 
OF pb Ones Ordeedb. Puan: 


. 
OV! or r a?V' de q V' do 0M 
Or? 0c Ordv 0c Ordw 0c dc 


2VUl 
On tirera de ces équations la valeur de — et, si l’on fait 


0b 0c Oc Ob 
; Ov OB es de On 
: dc 0a da oc’ 
Ov OD Ov OD 


e—or Ov OW Or dv 00 , Or ov do Or ov om or Ov Ow Or dv do 
—~ da 0b 0c 0adc db dbdc da dbda dc Oc da‘db adc db da’ 


on aura 
OM OM OM 


pepe. Mega ape Pac: 
E or? 6 


Si l’on fait pareillement 


, Orow or do 
LOT: he ip Te a Sn ? 
dc Ob 0b dc 

)_ or da _ or de 
—~ Qa dc dc Oa’ 
Or ow Or 0D 


136 SUR LES MOUVEMENTS DES CORPS CELESTES 


on aura ; k 
ON , ON ,ON 
m!' — + = 


roy oe Aeb. de. 
E oe 6 


Entin, si l’on fait 

dr dv or ov 

0b dc. 0c Ob’ 

,_ Or dv _ Or dv 
— 0c 0a da ac’ * 

, ar de _ dr dv 

P = 9a 0b 0b da’ 


 —— 
n 
on aura 


NPM secular en 
Fost da a6” oe 


L’equation (3), combinée avec les équations (c), donnera ainsi 


o> mr* cos*w oo ar? COS? 43) + pr? cos? w an 
da — 7 eb dc 
| me ON aah OS - pon 
(4) : ga. & - dc 
| wil ota +n" cos?o = + p"cos?w a 
ee. wu Ob dc 


-6(2rMcos*wa —Psinw cosa). 


Si l’origine des coordonnées X, Y, Z, au lieu d’étre supposée fixe, 
est rapportee a un centre variable, dont X’, Y’, Z’ soient les coordon- 
nées, celles-ci étant indépendantes de X, Y, Z, les équations (6) 

auront encore lieu, pourvu que l’on y change V’ dans 


a) AY’ aT! 
V'—EX [> — EY, —EZ—- 


Les equations (2) et (3) subsisteront toujours aprés ce changement; 
l’equation (4) aura done toujours lieu. Ce cas est celui du mouvement 
de la Lune autour de la Terre; l’origine des coordonnées X, Y, Z est 
alors au centre de gravité de la Terre; le point attiré est le centre de 
gravité de la Lune, et le sphéroide attirant est l'ensemble des sphé- 
roides du Soleil et de la Terre. En effet, la théorie de ce mouvement 
revient & supposer une masse infiniment petite & la Lune, en donnant 
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a la Terre une masse égale & lasomme des masses de la Terre et de la 
Lune. Dans ce cas, les valeurs de X’, Y’, Z’ sont indépendantes de 
X, Y, Z, comme on I’a supposé. L’équation (4) fournit, entre les iné- 
galités de la parallaxe de la Lune et celles de son mouvement, tant en 
longitude qu’en latitude, une relation trés propre A vérifier ces inéga- 
lités, et méme la loi de la pesanteur universelle. Dans ce cas, on peut 
prendre, pour les trois constantes a, b, c, les longitudes moyennes de 
la Lune, de son périgée et de ses neeuds, & une époque donnée. 

L’équation (4) peut servir encore a vérifier le calcul des perturba- 
tions d’une planéte par l’action d’une autre planete dont on néglige 
les perturbations, ce qui est le cas ordinaire; mais je me propose de 
développer, dans une autre occasion, ces diverses applications de 
’équation (4). Je reviens a l’objet principal de ce Mémoire, au mou- 
vement des corps célestes autour de leurs centres de gravite. 


If. 


Supposons, pour fixer les idées, que le corps soit la Terre; nom- 
mons go® — 9 l’inclinaison de l’axe de l’équateur sur un plan fixe, par 
exemple sur celui de l’écliptique & une époque donnée. Soit Y la lon- 
gitude de l’extrémité d’une droite invariable prise sur ce plan, et pas- 
sant par le centre de gravité de la Terre, cette longitude ¢tant comptée 
de l’équinoxe mobile du printemps; soit encore 9 la distance angu- 
laire & cet équinoxe d’un axe principal pris dans le plan de l’équateur: 
il est clair que dy sera la différentielle du mouvement rétrograde de 
l’équinoxe, et que dg sera la différentielle du mouvement de rotation 
de la Terre par rapport au méme équinoxe. Des trois variations diffe- 
rentielles dl, do et dO, il se compose un mouvement de rotation du 


corps autour d’un axe fixe pendant un instant; et, si l’on suppose 


dg — dvcos4 — pdt, 
(C) . dvsin§ sing — di cosy = qdt, 
| dv sin§coso + d9 sing — rdt, 


é 
OFuvres de L.-— Xl. 1d 
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dt étant élément du temps, yp?+ 927+ 7° sera la vitesse angulaire 
de rotation du corps autour de son axe instantané de rotation, et les 
quantites 

p q az 


= ——-y ’ 


VpPrgrer Vpi+ q° ras) Vp? + @- +r 


seront les cosinus des angles que l’axe instantané de rotation forme : 
1° avee l’axe de l’équateur, que nous nommerons premier axe prin- 
cipal; 2° avec le second axe principal perpendiculaire aux deux pre- 
miers et formant, avec l’équinoxe de printemps, un angle égal a 
go° + 9. Ces résultats sont démontrés dans plusieurs Sues et spé- 
e entail dans la Mécanique analytque de Lagrange. 

Supposons que les trois axes principaux dont nous venons de 
parler soient les trois axes principaux de rotation du corps; soient A, 
B, C les moments d’inertie du corps relativement & ces axes. Nommons 
xv, y, 2 les trois coordonnées d’une molécule dm du corps, rappor- 
tées a ces axes, et P,Q, R les forces dont elle est animée parallélement 


aux mémes axes; si l’on fait 


Sdmdt(Ry'’— Q3') =dN 
Sdmdt(P s'—Rz2')=dN’, 
Sdm dt(Qz'— P y')=dN’, 


le signe intégral S se rapportant & la molécule dm et devant s’étendre 


ala Terre entiére, on aura 


C - ] 
| dp = art rq raf (rcs a 
A—C AN! 
D) : Pee Ee 
fee = dels. pqdt = ae 


Ces trois équations, remarquables par leur simplicité, ont été don- 
nees par Euler dans le troisieme Volume de sa Mécanique; combinées 
avec les équations (c), elles me paraissent offrir la détermination la 
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plus générale et la plus simple que l'on puisse donner des mouve- 
ments des corps célestes autour de leurs centres de gravité. 


Ill. 


Cohsidérons d’abord les moments d’inertie A, B, C; soit R le rayon 
mené du centre de gravité de la Terre a la molécule dm; soit u le co- 
sinus de langle que R forme avec le premier axe principal; soit 
encore o l’angle que forme le plan qui passe par le rayon R et par le 
premier axe principal avec le plan qui passe par le premier et par le 


second axe principal. R V1 — uw? sera la distance de la molécule au pre- 


mier axe principal; Ry1 — (1 — ?) cos*a sera sa distance au second 


axe principal, et Ryv1— (1 — p2)sin?o sera sa distance au troisieme 
axe principal. Ainsi le moment d’inertie d’un corps, relativement a 
un de ses axes, étant la somme des produits de chaque molécule du 
corps par le carré de sa distance 4 cet axe, et A, B, C étant les moments 
d’inertie de la Terre par rapport au premier, au second et au troisieme 
axe principal, on aura 


A = SR? dm (1— p*), 
B = SR? dm [1 — (1— pz”) cos? ov], 
C = SR? dm [1 — (1 — p?) sin’o], 


les intégrales devant s’étendre a la masse entiére de la Terre. Mainte- 


nantona 
dm —F? dRdp.do; 


si l’on observe ensuite que les intégrales doivent étre prises depuis 
R = 0 jusqu’a la valeur de R a la surface de la Terre, valeur que nous 
désignerons par R’, depuis y=—1 jusqu’a uy. = 1, et depuis o = 0 
jusqu’a o = 27, & étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, 


on aura 
A = SR" dp. da (1 a” pF), 


B=1SR° dp do[i— (1— 2’) cos?w], 
C=1S8R° dp do[1— (1— p’) sin?o]. 
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Rappelons présentement un théoréme remarquable sur les fone- 
tions rationnelles et entiéres de wu, V1 — v2 sina et yi — ue cose. 
Y* étant une pareille fonction de l’ordre z, assujettie & l’équation aux 
différences partielles 


alg Xe) eyo | . 
he 2. 
oes + (eee) + i1(e+1)¥” 

Ou 1 — pe? 


et U’ étant une pareille fonction de Vordre 7, assujettie & léquation 
aux differences partielles 


V1 (1 we aU -| oO? Ut 

( — p*) - ase ES 

0 _ = as Shy = + ie Set.) +i +1)U0M, 
Op. i— p? 


on a généralement, lorsque les deux nombres ¢ et v’ sont différents, 


a 


(BE) SY UOdyda =o 


les intégrales étant prises dans les limites précédentes. 
Cela posé, conceyons R’” déyeloppé dans une série de fonctions 
semblables, en sorte que l’on ait 


R= UO + UY + UE) + UO + UM +... 


2 


‘. ; la partie = de cette fonction, 


la fonction 1 — wu? est égale a = + 
et genéralement toutes les quantités ete de vw et de a, sont 
de la forme Y°; la partie | — u? est de la forme Y®, puisqu’elle satis- 


fait a equation aux differences partielles 


al oie fs de) ee 
6 = sclee re Beds psy On? 6 Y(2) 
Ov. 1— p? : 


on aura done, en vertu de l’équation (E), 


A=1t8S dp da[2UM + (4 — p?)U®]. 
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On a pareillement 
‘ 
I— (1— p?) cos’*'w = 2+ [5 — (1— p?) cos?a]; 


la fonction | est de la forme Y; et la fonction + — (1 — u?) cos?a est 
de la forme Y?); on aura done 


B= [5S dp do | 2U + [4 — (1— p?) cos?w JU) |. 


On trouvera de la méme maniére 


v2) sin?'w] Ul?) | 


~ 


C= $8 dpdo}2U+ [4 —( 


partant 
A= #7U + £8 U® du du(t— p?’), 


B= #7 UO+ 18 U™ dp dalt — (1— p*) cos?a], 


C =n UO + 18 U®) du do[t — (1— p?) sin? a]. 


Si la fonction U”) disparait de expression de R’, ona 


Az B=; 


or on sait que les trois moments d’inertie A, B, C étant égaux par 
rapport aux trois axes principaux, ils le sont relativement & tous les 
axes du corps, qui deviennent alors des axes principaux : la sphere 
n’est donc pas le seul corps qui jouisse de cette propriété. L’analyse 
précédente donne l’équation générale de tous les corps auxquels elle 
appartient. 

La Terre étant supposée formée d’une infinité de couches variables 
du centre a la surface, le rayon R d’une quelconque de ces couches 


peut toujours étre exprimé ainsi 
R=a+aalY + Y2+YO4YO+...1, 

a étant un tres petit coefficient constant et Y, Y°, Y”,... étant des 

fonctions de la nature de celles dont nous venons de parler et qui 


peuvent de plus renfermer a d’une manitre quelconque. En négli- 


geant les quantités de l’ordre «’, on aura 


R= a + 5a a®[ YO + YR + Y@)+-...]; 
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partant, sil’on concoit un solide homogene, d’une densité représentée 
par l'unité, et dont le rayon de la surface soit celui de la couche dont 
il s’agit, on aura, relativement a ce solide, 


, — Sra! - Sa VY) du dw(t — p2) 
Re ae pdw(}— pK), 


| kal +aS8aY dudo|i— (1—p*) cos?w], 
I 
8na® : 
C= te + aSat ¥ 2) du dal) — (1— p*) sin’w]. 


En différentiant ces valeurs par rapport a a@ et en les multipliant 
ensuite parla densité de la couche dont le rayon est R, densité que 
nous désignerons par g, 9 étant une fonction quelconque dea, on aura 
les moments d’inertie de cette couche; et, pour avoir ceux de la Terre 
entiére, il suffira d’intégrer les moments de la couche, par rapport 
a a, depuis a@=o jusqu’a la valeur de a relative a la surface de la 


Terre, valeur que nous désignerons par l’unité. On aura ainsi 


w 
1 


A <= 5p oda’+ aSod(a°Y")) dudw(} — p*), 
8% nee ee 

B= == 8 pda*+ aSod(aY°)) du dol} — (1— p*) cos?a], 
ST « 

C= = Spda’+ aSpd(arv@ ) dp.do| + — (1— p*) sin?aw |, 


la difference d(a* Y*’) étant uniquement relative a la variable a 
Il résulte de ce que j’ai démontré dans les Mémoires cités de l’ Aca- 

démie des Sciences pour l'année 1782('), que, sil’on nomme ag le rap- 

port de la force centrifuge & la pesanteur a l’équateur, on a, pour 

la condition de léquilibre des fluides répandus sur la surface de la 

Terre, 

Spd(a°Y?)) =s[Y" + }9(p?—+)]Sp da’, 

la valeur de Y”’, dans le second membre de cette équation, étant rela- 

tive & la surface de la Terre, et les intégrales étant prises depuis a =o 


') CEuvres de Laplace, T. X. 
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jusqu’a @ = 1; on aura par conséquent 


8t . Oat ae ae te ahs : 
Sea oS a ee 
8 


if ~ 
Be = Sp da’ + 9Sp da + =F sy) dp. da} 8 (i S34 yu?) cos?a] Sp da’, 
. a t : y 5 , 
as ay Sedat AO oSp dat + “2 SY) dy do[4+ — (1— p*) sin? w] Sp da’. 
La fonction Y est de cette forme 


H(4—p?)+ HW pyi— p?sino 
+ H’pV1— p? cosa 
+ H” (1— p?)sinao 
+ H'Y(1 — p?) cos2a, 
et j’ai fait voir, dans les Méemoures de (Académie des Sciences pour 
Pannée 1783 ('), que la considération des axes principaux de rotation 
rend nulles les constantes H’, H’, H”, en sorte que la fonction Y° se 
réduit a 
H(4 — p?) + HY (1 — p’) cosan. 
Les variations de la pesanteur étant 4 trés peu prés proportionnelles 
au carré du sinus de la latitude, la valeur de H'Y doit étre trés petite; 
elle serait nulle, en effet, sila Terre était un solide de révolution. Mais, 
pour plus de généralité, nous la conserverons dans ces recherches : 
nous aurons ainsi 


Ass =F Sp da’ + sano — +9) Sp da’, 


[By es BT 3 5 dab ye ae sed SOT MVS 5 da’, 
ID 27 9 

oe Or 5 8 Ne 3 8ar Ive 3 

C= Spda — sesh 50)Spda*-+ woes S pda’. 


yy 


dN dN’ , gn i entrent 
Od ginko 


dans les équations différentielles (D) de l'article I. Soient L la masse 


Considérons présentement les valeurs de 


(') OFuvres de Laplace, T. XI. 
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d’un astre qui agit sur la Terre; a, y, = les coordonnées de son centre, 
rapportées au centre de grayité de la Terre et a ses trois axes princi- 


paux. Soit r= ya? + y*+ s*, et nommons 2’, y’, zs’ les coordonnées 


d'une molécule dm du sphéroide terrestre; supposons enfin 


— Live's yy'+35') L 


v= 


{ 
| 
| 
| 
| 
| 


a 


73 


Les forces attractives de L sur la molécule dm, décomposées paral- 
lélement aux axes des 2, des y et des s, en sens opposé a leur origine, 
et diminuées des mémes forces attractives sur le centre de grayité de 


la Terre, que nous considérons ici comme immobile, seront 


av OV ov 
dz’ dy’? ods! 


Ces trois forces sont celles que nous avons désignées par P, Q, R dans 
l'article 11. On aura done 


dN 5 mieeiAs OV * 
a ey ee ee ae 

dt dm(y Os! oy! ) 
dN’ . , OV ae Aa 
ey S dm (< Oz’ —— 2 Oz’ )> 
dN" 


: Ov , OV 
7 Sdm (x dy —% say 


Si l’on observe ensuite que lona 


on aura 


aN : OV OV 
5 oe 
dN' oy Ov 
— =5S 2 -—s —}; 
dt = (2 Os aa ) 
dN’ ( ov ov 
cand ee SAAS 
dt Ox a) 


Les coordonnées a’, y’, 3’ étant tres petites relativement a la dis- 


tance r’ de l’astre L au centre de grayité de la Terre, on peut déve- 
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lopper V dans une suite fort convergente ordonnée par rapport aux 
pulssances réciproques de 7’; on aura ainsi, & fort peu pres, 


dN — 31 S 1 / / / / t r 

i Fiairs ers SAM \ L22x Sey Ye ies aes!) ys ys ‘3 
aN’ 3 L S 1 4 / ay ’ 

Ty, a DW AM BX (ms vee Ng OS eas Cae ee a 
dt ne Sie) Vat ots) 
aN’ 2 b 

= pF S dm (x2'4+- yy'+ 23') (yx'—axy'). 


Or on a, par la nature des axes principaux de rotation, 


Sdm(a?+ y?)=C, 


Sn aaa?) Be 
Sdm(y?+57)— A; 
Saiyan =o, Dae ant == oO, Sy a! ny 


On aura ainsi 


dN phe 
a 
dN 3L 

om wale a ete eh 
aN" 3L 

dE —- pis (B A ) vy 5 


les équations (D) deviendront conséquemment 


(yp OB, sha C—B 

ae 5) i pl saa CR dk: 

. | ag AO, Bhat aA—C 
(I) Ts. J rls hea 
ip BOA, — 3Lat BA 

| dr + Sa a a C Ve 


Les équations (F) supposent que 7’ est fort grand par rapport au 
rayon du sphéroide terrestre, ce qui est vrai relativement au Soleil et 
a la Lune; mais il est remarquable qu’elles seraient encore fort appro- 
chées dans le cas ou, l’astre attirant étant fort pres de la Terre, la figure 


OEuvres de L. — XIL 19 
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de cette planéte serait elliptique. Pour le démontrer, nous observe- 


rons que l’on a, par l'article II, 
o> Fe y'=RyV1— p? coso, s’= Ry1— p' sino. 
Si on nomme y et A ce que deviennent, par rapport & l’astre L, les 
quantités w et o relatives & la molécule dm du sphéroide terrestre, on 


aura 
' ae ry = cosa, z= ry J — Ne sina. 


eon seal 
Si lon substitue ces valeurs dans la fonction V, et qu’ensuite on la 
: R pis 
déyeloppe par rapport aux puissances de “77 on aura une série de cette 
forme 


U4 — U®+..., 


et il est facile de s’assurer que U®, U™, ... sont des fonctions telles, 


que l’on a généralement 


Reprenons maintenant equation 


aN a f OV : OV A 
my Sdm a oa ); 
on aura 
_OV J AL _ LR? (: due gue” 
OR “gs > Wh “Oy : eer | 
a LR € dU) 0Uue 
rae tet ee ae 


COP 6b aoe SE 6 sa Kav ees lee 


Les (differences partielles du second membre de cette équation étant 
prises par rapport a des variables indépendantes de pv. et deo, si l'on 
désigne généralement par U la fonction 


_dve oUt 
~ ay Y Os” 
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on aura 


ou" 
ie iat va PU 


= = ts ell ~ —-- 7(7 +1) U7) 
Op. Ow ‘ ; 


en sorte que la fonction U est de la mane nature que les fonctions 


Y et U”; l'expression précédente de “ N deviendra ainsi, en vertu de 


oF 

l’equation (E) de l'article précédent, en substituant pour dm sa ya- 
leur R? dR dy.do, et pour R sa valeur a + wa(Y¥") + Y?-+...), 

dN ok au”) gue 

Te ; Sp d(a*Y)) dp dts (2 yi ‘fae ) 

te gU*®) due 
po V3) ~ as ae 
+ Sp d(a°Y¥) dp ex ( 7 a 


les différentielles d(a*° Y“), d(a° Y), ... étant relatives & la variable a. 

Or j'ai démontré, dans les Mémoures de [Académie des Sciences pour 
année 1782 ('), que l’on a généralement, par la condition de l’équi- 
libre des fluides qui recouvrent la Terre, et lorsque ¢ surpasse 2, 


So dta YY) = — 


oe 
"i + 


tym Spda’, 
les intégrales étant prises depuis a@ =o jusqu’a a=t, et Y étant 
relatif 4 la surface de Ja Terre; on aura done 


aL, / 76 Y(3) On au Ot 3)\ 
Te SP d(a°’y ) dp. dos ( 5 oy y a, 


ee 
Crowe 


gU®) —— gU®) 


7(3) . Sieh Th 
SY ds des (5 ae ¥ aS 


Si la figure de la surface de la Terre est celle d’un ellipsoide, Y” est 

’ : dN een kee : 
nul, et alors expression de ~7- se reduit a son premier terme, non 
seulement a cause de la grandeur de 7’, mais parce que les valeurs de 
Y, Y, ... sont nulles. Or, quoique la figure elliptique ne satisfasse 


pas exactement aux degrés mesurés des méridiens, cependant Pac- 


(!) OEuvres de Laplace, T. X. 


148 SUR LES MOUVEMENTS DES CORPS CELESTES 

cord des variations de la pesanteur avec cette figure indique que Y°’, 
Y°,... sont trés peu considérables par rapport & Y°. On peut done 
calculer les mouvements de l’axe de la Terre, en Jui supposant une 


figure elliptique, sans craindre aucune erreur. 


i'¢ 


Rapportons maintenant les coordonnées de l’astre La un plan fixe, 
que nous supposons étre celui de l’écliptique & une époque donnée. 
Soient X, Y, Z ces nouvelles coordonnées, l’axe des X étant la ligne 
menée du centre de la Terre & ’équinoxe du printemps, l’axe des Y 
étant la ligne menée du méme centre au premier point du Cancer, et 
la ligne des Z étant la ligne menée de ce méme centre au pole boreal 


de Pécliptique; on aura 


cs— ¥ sind + Z ‘cose, 


vy —Xcosg + Y cos$sing — Zsin§ sing, 


a 


Y cos cose — Zsin§ cosy — X sing. 


Les equations différentielles (F) de Particle précédent deviendront 


ainsi 
c-—B 
dp + \ rq dt 
SL ahi —B)-. = : r ee r 
=a ae [sin 29(Y*cos?9-+- 7? sin? 6— X*— 2 YZsin 49 cos) 
+ 2c0s20( XY cos — XZ sin6@)], 
AC 
dq = rpdt 
J 
Gr) 3Ldt(A—C), ig, eae 
= [ease [( Y* — Z?) sin§ cos6 + YZ(cos?4 — sin?6)] 
— sing(XYsin9 +- XZeosG)\, 
B—A , 
dr +-— C = Dg dt 


3L dt(B — A) 


RE }coso( XY sin + XZ cos) 


+ sing |[(¥*—Z?) sin§ cos6 +- YZ(cos?4— sin?4)]!. 
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VEE 


Intégrons présentement ces équations; si les deux moments d’iner- 
tie B et C étaient égaux, ce qui aurait lieu dans le cas ot la Terre 
serait un sphéroide de révolution, la premiére des équations (G) don- 
nerait dp = 0, et, par conséquent, p==7n, n étant une constante. Lors- 
qu'il ya une petite différence entre ces moments d’inertie, la valeur 
de p renferme des inégalités périodiques; mais elles sont insensibles. 
En effet, axe instantané de rotation s’éloignant toujours trés peu du 
premier axe principal, ¢g et r sont de tres petites quantités, et l'on peut 
sans erreur sensible négliger le terme = — rg dt de la premiére des 
equations (G). Le second membre de la méme équation se développe 
en sinus et cosinus d’angles croissant avec rapidité, puisque ses termes 
sont multipliés par le sinus et le cosinus de 29; ces termes doivent 
done étre encore insensibles apres les intégrations. On peut ainsi 
supposer, dans les deux dernieéres des équations (G), p= n, n étant 
la vitesse moyenne angulaire de la rotation de la Terre autour de son 
premier axe principal. Mais, comme la discussion de la valeur de p est 
tres importante, & cause de son influence sur ta durée du jour, nous 
reviendrons sur cet objet, apres avoir déterminé les valeurs de g et 
de r. 

Faisons, pour abréger, 


e [(¥?— Z?) sin@ cos§ + YZ(cos?@ — sin®4)|] =P, 
31 


Tig (XY sin9 + XZcos9) = P’; 


les deux dernieres des équations (G) deviendront 


x >I 


f ae A : 7 C , . \ 
dq + Ape REAL oe ate dt(P coso — P’sing), 


B B 


ar + us ra : nq gh ae 


A : 
—dt(P’'cos9 + P sing). 
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P et P’ peuvent étre développés en sinus et cosinus d’angles crois- 
sant proportionnellement au temps; soient Acos(w¢-+¢) un terme 
quelconque de P, et &’sin(w-+<) le terme correspondant de P’; on 
aura, en n’ayant égard qu’a ces termes, ; 
A—C ee Nee ne ; ’ 
dq + aa" ad nrdt= ry a dt{ (k+ k')cos(9+ t+ ¢) 
+ (k — k') cos(9 — tt — £)], 


— 3 — J : . 
dr + e C —rgdt= = = di{ (4+ 4’) sin(9 + it+¢) 


4 


+ (k—k’) sin(o — it —e)]. 
Pour intégrer ces équations, supposons 


q=M sin(9 + w+-¢)+N sin(o — ut—e) 


r = M'cos(9 + i +-e) + N’cos(o — tt — 6); 


nous aurons, en observant que dg est d tres peu pres égal A x de, 


k +k . 
(Ae OV Eat Rt. Gi Aa tert?) 
M = — area 
' (n+ ¢)? CB — n?(B— A)(C—A) 
kk! 
— Te —B)[n(B+C— A) + cB] 
we ren nh ay Ce 
k—k' 
———(A—C)[n(B+C—A)—iC] 
WY peed ct AES 
(nr — t)? CB — n?(B—A)(G—A) 
k—k! 
“(A —B)[n(B+C —A) — iB] 


(2—7)'CB — a*{B— AV(G—A) © 
On a, par l'article II, 


dj —rdtsing —qdtcosg; 


on aura done 


d§ M’—M. : N’—N. 
— = = —sin(20 + if+ €) + ——sin(29 — it—e«) 
dl 2 . 9, ; 


N-+-N’—M—M . .. 
ng) (ES SS: ——-sjn(lé+e). 
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Nous pouvons négliger les deux premiers termes de cette expression 


d9 a: . ; Fl : 
de a paree qu ils sont insensibles en eux-mémes, a cause du fac- 


teur Sor qui les multiplie, et que d’ailleurs ils n’augmentent 
point par l’intégration. Il n’en est pas ainsi du troisieme terme, que 
Vintégration peut rendre sensible, si z est fort petit; dans ce cas, on 
peut négliger z relativement a7, et lon a, a fort peu pres, 


do _B+C—2A,, Sylar 
i= SpA * Sin(e + €). 


On a encore, par l’article I, 


dl sin6 = rdtcoso+ qdtsing, 
ce qui donne 
M’—M NN 


dy, : \ : 
—- sinf = -———_c0s(20-+ vt+ ¢) + ——— cos(20— Ut —e) 
dt 2 , 2 


M + M’+N-+N’ 
+ —— Cc 


2 


os(té+e); 


et, en supposantz tres petit, on aura, 4 trés peu pres, 


db. 2A—B—C . 
—-S§ = —- =e a Say Sr es “ ts + . 
hh Sing i keos(t é) 


Si l’on désigne par ZAcos(it + ¢) la somme des termes dans les- 
quels P peut se développer, et par LA’sin(w-+<) la somme des 
termes dans lesquels P’ peut se développer, = étant la caractéristique 


des intégrales finies, on aura 


ao BEeG uy 2A 


aan ond 


LkA'sin(ié+¢), 


——, 


(HL) 


ene gio u OSicous ttt ig) 


En intégrant ces équations sans égard aux constantes arbitraires, 
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on aura les parties de 6 et de } qui dépendent de l’action de l'astre L. 
Pour avoir les valeurs complétes de ces variables, il faut leur ajouter 
les quantités qui dépendent de Tétat initial du mouvement. En 
n’ayant égard qu’a cet état, les équations (F) de l'article IV devien- 
nent : ; 


dq + ae nr az — 0, adr + at nqgdl—=0; 


dot lon tire, en intégrant, 


g— Gsin(Aé+6), 


AB 7 - 2. 
= n(C eee he cos(hé == Oe) 


G et 6 étant deux constantes arbitraires, et A étant égal a 


(R= AIGA} 


“VCO 


Si lon substitue pour g et rces valeurs dans léquation 


dé : 
— —/vVrsing -J COSO 
dt hi 7] 1 


on aura, apres avoir intégré, 


n(C— A)—AB 
Pad ee ee ee yi y od 
an(n+h)(C—A) 1 COS (9 + At+6) 


AB+n(C—A) G ; : e 
— ———_..—_——__ G cos(o — At — 6 
an({nw—h)(C—A) Bete’ Bare, ), 


A tant une nouvelle arbitraire. Si la valeur de G était sensible, on le 
reconnaitrait par les variations journaliéres de la hauteur du pole ; et, 
puisque les observations les plus précises n’y font remarquer aucune 
variation de ce genre, il résulte que G est insensible, et qu’ainsi lon 
peut negliger les parties de 9 et de L qui dépendent de l’état initial du 
mouvement de la Terre. 
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Vit 


Reprenons maintenant les équations (H) de l'article précédent. La 
premiére donne, en l’intégrant et en observant que 24’ sin(it + ¢) est 
le développement de la fonction P’, 


ey ee Bae 2 at ae 


anA 


Les seuls astres qui influent d’une manieére sensible sur les mouve- 
ments de l’axe de la Terre sont le Soleil et la Lune. Considérons 
d’abord l’action du Soleil. 

Soient 


v la longitude de cet astre, comptée sur son orbite, de l’équinoxe mo- 
bile du printemps; 
y Vinclinaison de V’orbite sur le plan fixe; 
A la longitude de son noeud ascendant. 
On aura 
b Gamat i cos? t cosy + r’ sin’ t cos(v — 2A), 
Y 


Via inicos* 4 sing — r' sin? £ sin(y — 2A), 


Z=r'sinysin(v—A), 


(ou l’on tire 


Te SIT aey ee inde? : 
xy= 7 — cost 2 sin2¢ + ate sin2A — 7 sin / sin(2~e — 4A), 
72 y rl? 
DV = om siny cos? = sin(2» — A) — j sin2ysinA 
2 : 
7? 


+ > siny sin? sin(2¥v— 3A); 
on a, par la théorie du mouvement elliptique, 
r't dy = 2a*m dtV/1— e?, 


mt étant le moyen mouvement du Soleil, @ étant sa moyenne distance 
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a Ja Terre, et e étant l’excentricité de son orbite; on a, de plus, 


L 
a == Fea". 
a 
r+ ecos(v —T) 
i= 7 52 ? 
r i= 6° 


lr étant la longitude de l'apogée solaire; on aura donc, relativement 


au Soleil, 


P’ dt =~ ot (KY sind + XZcos9) 
[1+ ecos(v — bs OF XZ 
3mde[t- ace T)) (+ Satie = cos) 
(1— e?)? 
. 1 ; XY XZ rey 
Si l'on substitue pour a et — leurs valeurs précédentes en ¢, on 


verra d’abord, aprés avoir déyeloppé P’ dé en sinus de l’angle ¢ et de 
ses multiples, que les termes dépendants de la longitude I de l’apogée 
solaire renferment l’angle ¢ et qu’ainsi ils ne peuvent devenir sen- 
sibles par l’intégration. Il n’en est pas ainsi des termes dépendants de 


ag 


. . : Ose ; 
la longitude du noeud; la fonction Qa introduit dang P’ dz le terme 


3mde , ‘ 
— —>— sin2ysinA; 
8 
et, vu la lenteur des variations de y et de A, ce terme peut devenir, 
par l’intégration, trés sensible dans la valeur de 9; on aura ainsi, a 
tres peu pres, en observant que y et e sont fort petits et en ne con- 
servant parmi les termes multipliés par ces quantités que ceux qui 
peuvent croitre considérablement par les intégrations, 


ne 3m. 3m? : ; 
{ P' dt =— —~ sin§ cos2 — er cosh fy dt sin A. 
4 


La quantité ysin A est le produit de V’inclinaison de l’orbe solaire par 
le sinus de la longitude de son noeud; or on sait, par la théorie des 
inégalités seculaires du mouvement des plandtes, que ce produit est 
egal a un nombre fini de termes de la forme csin( ft + 6), ¢ étant 
un petit coefficient et / étant pareillement trés petit, en sorte que 
angle /e eroit avec une extréme lenteur. Nous désignerons par 
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Xcsin( ft + 6) la somme de tous ces termes; nous aurons ainsi pour 
la partie de [Prd dépendante de l’action du Soleil 


3m? 


A 3 ‘ 
J Pa om sind cos20 + 
4 2 


c 6 
cos) ¥ 5 cos ( ft + 6). 


Considérons présentement l’action de la Lune. En désignant par L’ 
sa masse et par a’ sa moyenne distance a la Terre, en nommant de 
plus, relativement 4 cet astre, ¢’, m’, I’, e’, A’ et y’ ce que nous avons 
nommeé ¢, m, I’, e, A et y, relativement au Soleil, et faisant 
L 
ATs 


ae 


on trouvera, par l’analyse précédente, 


; 3) m? 3m? . 
! =x a ean 6 als ae Meath ANS 
Me Ce aoe sin 9 cos2¢ : cos6 fy dt sinA’. 
, at ae, he . genes ey; 
La fonction ~7; introduit encore dans | intégrale / P’dt le terme 
Lae a ee 
slic; sind fy dtsin2 A’. 


Ce terme croit considérablement par l’intégration; mais il est aisé de 
voir que, malgré cet accroissement, il reste encore insensible. En 


effet, son maximum est & celui du terme 


3 a 
_ 3hm cr! aR ak | 


2 


comme + y’tang@ est & l’unité; or on verra bientot que le second de 
ces maxima est d’environ ro” relativement a l’orbe lunaire rapporté 
a Pécliptique; de plus, y’ est au-dessous de {5 : le premier maximum 
est donc insensible. Les seuls termes sensibles que l’action de la Lune 
produit dans V'intégrale ie dt, et par conséquent dans la valeur de 0, 
sont donc ceux auxquels nous avons eu égard. Quelques astronomes 
ont introduit dans cette valeur une petite inégalité dépendante de la 
longitude de l’apogée de l’orbe lunaire; mais on voit, par l’analyse 
précédente, que cette inégalité n’existe point. Le moyen mouvement 
de l’apogée lunaire étant 4 peu prés double du mouvement des noeuds 
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de la Lune, un terme dépendant de l’angle 2A’ — IY pourrait devenir 
sensible par l’intégration, quoique multiplié par e’y’?; mais l’analyse 
précédente nous montre encore qu'il n’existe point de terme sem- 
blable dans l’intégrale [P dt. 
Pour évaluer la fonction fy dtsinn, nous observerons que, dans 
tous les changements qu’éprouve la position de l’orbe solaire, ona 
—¥ et Pu ygeaag 


on a done, eu égard aux variations de l’orbe solaire, 
er i. aS oe e 
Jy dtsina'= Sipe see if 


Soient de plus c’ l’inclinaison moyenne de l’orbe de la Lune sur celui 
du Soleil et —f’¢— 6’ la longitude de son neeud ascendant sur cet 
orbe, comptée de |’équinoxe mobile du printemps; on aura, en vertu 


de cette inclinaison, 
. c! 
J y' dt sin A‘ = Fi cos( f't + 6’); 
en réunissant done ces deux termes, on aura, relativement dla Lune, 
; e 1 C 
fs . Seis ! ery & 
JSydtsind = Fi cos(f't + 6’) 29 


et l’on aura pour les actions réunies du Soleil et de la Lune 


cos( ft +6), 


2A—B—C 


Am ; 
cos2v + —— cos2¢ 
m 


3m? 2A—B—C c 
i? T° ah heaialel eee aie 6 cos( ft + 6) 


3 Ac! m* P 2A—B—C 
ss is 4nf' cos rt 


cos(f't+ 6’). 


Vill. 


Déterminons présentement la valeur de ¥ et, pour cela, reprenons 
la seconde des équations (H) de l’article VI. En lui donnant cette 
forme 
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ona('), par l’article précédent, relativement au Soleil, 


»!2 


7 5 iat! ees 
Vs — cos* £(1— cosav) — — sin? 4 [cosa A — cos(2v — 2A)] 


ids 
ten sin?y[1— cos(2¥— 2A)], 


IZ oF “ 12 - 
r* sin 2 r . 
Li ——! cosA — “— siny cos? £ cos(20 — A) 
4 2 2 


12 * 
+ — siny sin? ! cos(2v — 3A). 
2 2 


On aura donc, par l’analyse du méme article, en négligeant les carrés 
de e et de y et les quantités qui ne deyiennent point sensibles par I’in- 


tégration, 
2 
Pidt= 2m" dt sind cosd — “7 sin§ cos dsin2 ¢ 
2 
ie a y dt cos A (cos? 9 — sin?@). 


ycosA est le produit de l’inclinaison de l’orbe solaire par le cosinus 
de la longitude de son nceud, et l’on sait, par la théorie des inégalités 
séculaires du mouvement des planétes, que ysinA étant représenté 
par Xcsin(f/t-+-6), la fonction y cosA sera exprimée par Xe cos(ft+6). 
Il faudra donc substituer cette valeur, au lieu de ycosA, dans l’ex- 
pression de P. 

On trouvera par la méme analyse et par celle de l'article précédent 
que, relativement a la Lune, on a 


P dt= Bios ae sin9 cos § — “ee sin§ cos dsin2¢’' 


A 


a = am? di (cos? 4 — sin?9) Zc cos( ft + 6) 


~b = am*at (cos?9 — sin?4) c' cos(f’t + 6’); 


r'2 p 4 
(1) Au licu du terme — a, sin 4 [cos2A — cos(2»—2A)], on trouve les deux 
termes 


T eT 
— iyi sin? y[cos2A — cos(2¥ — 2A)] + oe sin’ *[1 — cos(2v— 4A)}. 
+ 


La correction a été faite dans la Mecanique celeste. (Note de l’ Editeur.) 
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on aura par conséquent 


dy 3m? 2A—B—C 


ae ane A (1 4- A) cos 9 
-— = ce eke cos? a (4 sin2¢ + ss dsinav') 
4 me e — mln erg ide Yevos( ft +6) 
“ ee Jael) may Se ce’ cos( f/t + 6’). 


Pour intégrer cette équation, nous observerons que la valeur de 9 
n’est pas constante et que ses variations séculaires deviennent, par 


vers ee : ; : : dy 
l'intégration, sensibles dans le premier terme de cette expression 7-5 


or la seule partie de la valeur de 9, trouvée dans l’article précédent, 
qui puisse acquérir une valeur un peu grande par la suite des siécles 


est celle-ci 


c'est done la seule & laquelle il soit nécessaire d’avoir égard : ainsi, 


en faisant, pour abréger, 


3m? 2A —B—C 
oe Who ee ee yes), 


An 


, ; 4 di 5 ae 
le premier terme de l’expression de a deviendra, en négligeant les 


quantites de lordre c?, 
(+P tangh ¥ 5 cos( ft + 6), 


Il est inutile d’avoir égard a la variabilité de 9 dans Iés autres termes 
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de cette expression, qui donne, apres l’ayoir intégrée, 


ue Bide: 
v= lt ++ pea (5 — ) tangh +- cot | ; sin( ft + 6) 


: 1}. 
=~ sinay — 


ste am(i+}) =a am(i- " -)) sin2¢’ 


12 —-cos*h — sin*h 
(1-+-A)f'  sinhcosh — 


e'sin( f't + 6’), 


¢ étant une constante arbitraire. 
L’expression de 4 de l’article précédent peut étre mise sous cette 
forme 
6=h— YS cos(se+6) + + c' cos(f’t + 6’) 
i Pes a OF 


Htangh 
 am(1 A) 


(cosau + —h cosan'). 
m' 


in réunissant ces valeurs de ¥ et de 4 avec celle-ci pn, on aura 
tout ce qui est nécessaire pour déterminer, a chaque instant, les mou- 
vements de la Terre autour de son centre de grayité. 


IX. 


Les valeurs de Y et de 9 sont relatives 4 un plan fixe; pour avoir 
ces valeurs par rapport 4 l’écliptique vraie, considérons le triangle 
sphérique formé par l’écliptique fixe, par l’écliptique vraie et par 
l’équateur. Il est aisé de voir que la difference des deux arcs inter- 
ceptés entre l’équateur et le nceud ascendant de I’orbe solaire, dans 
ce triangle, est a tres peu pres égale au produit de cot@ par l’incli- 
naison de l’orbe solaire a l’écliptique fixe et par le sinus de la longi- 
tude de son nowud; cette difference est donc égale a 


cot9 Zc sin( ft + 6); 


or, si l’on nomme ¥’ la distance de l’intersection de l’écliptique vraie 
et de l’équateur a la droite invariable prise sur le plan fixe, et d’ou 


l’on compte l’angle Y, on aura a tres peu pres Y—Y’' pour cette 
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méme difference; on aura done 
v— ~’— cotédcsin(ft+ 6), 
dou lon tire 
W=l+t+Y f + v tang’ h : —1)cothcesin( ft + &) 
T es Zu\ tf to) tS 


$i cos*h — sin®h 
“ a+aA)f' sinkcosh 


ce’ sin(f‘é + 6’) 


si : sin2ae! 

— ——_——_... sinay — ——_-——~s wi 

2m(1-+ A) 2m'(t+ A) 

Si l’on nomme ensuite 9’ l’inclinaison de l’écliptique vraie sur léqua- 
teur, on trouvera facilement, en considérant le triangle sphérique pré- 
cédent et en observant que 6’— 0 est fort petit, 


6’— 0= Xecos(ft+§); 


on aura par consequent 
_ / 
f—h+Y 1 Z)ecos(ft+ 6) 
- = —c'cos(f’t + 6’ 
(1+ A)/ 


ftangh 
2m(1-+ 2) 


m F 
cos2” + — Acos2v’' }. 
Wt 


La partie >? T=" ecos( ft +6) de cette expression exprime la va- 


riation séculaire de l’obliquité de l’écliptique vraie sur l’équateur. Si 
la Terre était sphérique, il n’y aurait point de précession en vertu de 
action du Soleil et de la Lune; on aurait ainsi /= 0, et la variation 
séculaire de l’obliquité de l’écliptique vraie serait Le cos( ft + 6). On 
voit done que l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroide ter- 
restre change considérablement les lois de cette variation, qui devien- 
drait méme presque nulle, si le mouvement de précession da a cette 
action était tres rapide relativement au mouvement de l’orbe solaire ; 
car ce dernier mouvement dépend des angles (f — /)t, dont les coef- 
ficients f — Zseraient trés petits par rapport a/et a /; en sorte que la 
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; . —l : ; : ; ‘ 
fonction py i ccos( /t+ 6) deviendrait presque insensible. Dans 


les suppositions les plus vraisemblables sur les masses des planétes, 
l’étendue entiere de la variation de l’obliquité de l’écliptique est ré- 
duite, par l’action du Soleil et de la Lune sur le sphéroide terrestre, 2 
peu pres ay quart de la valeur qu’elle aurait sans cette action; mais 
cette différence ne se manifeste qu’aprés deux ou trois siécles. Pour le 


faire voir, développons la fonction xG » cos( ft + 6) par rapport 


aux puissances du temps; on aura, en ne considérant que sa premicre 
puissance, 


YF ecose— SH is— 1) esin€. 
Si la Terre était exactement sphérique, les coefficients f— / res-_ 
teraient les mémes; la variation séculaire de l’obliquité de l’écliptique 
serait donc encore la méme dans les temps voisins de linstant pris 
pour epoque. 
La fonction 


l 
nS (: + 7 tang?) (t— f) cothe cos( ft + €) 


: hs Wha- @ : F 
de Vexpression de — donne la diminution séculaire de l’année 


moyenne, en réduisant cette fonction en temps, & raison de 360° pour 
une année. La diminution qui aurait lieu par le seul mouvement de 
l’écliptique, ou sans l’action du Soleil et de la Lune sur le sphéroide 
terrestre, serait &(/ — f) cothecos( ft + 6). Cette action change done 
encore l’étendue de cette variation dans la longueur de l’année, et elle 
la réduit & peu pres au quart de la valeur qu’elle aurait sans cette 
action. 

C’est ici le lieu de discuter les variations du jour, que les astro- 
nomes nomment jour moyen. Le moyen mouvement de la Terre dans 
son orbite est uniforme; si l’on concoit sur cette orbite un second 
Soleil dont le mouvement et l’époque soient les mémes que le moyen 
mouvement et l’époque du moyen mouvement du vrai Soleil; si l’on 
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concoit, de plus, dans le plan de l’équateur, un troisiéme Soleil mt 
de maniére qu'il coincide avec le second Soleil toutes les fois que 
celui-ci passe par l’équinoxe moyen du printemps, et que sa distance 
a cet équinoxe soit toujours égale & la longitude moyenne du Soleil; 
lintervalle de deux retours consécutifs de ce troisieme Soleil au méri- 
dien sera ce que l’on appelle jour moyen. Si le mouvement de l’équi- 
noxe sur l’écliptique vraie était uniforme, et si l’inclinaison de cette 
écliptique sur l’équateur était constante, le troisieme Soleil se mou- 
vrait toujours uniformément sur l’équateur; mais les variations sécu- 
laires du mouvement des équinoxes et de lobliquité de l’écliptique 
introduisent, dans le mouvement de ce troisiéme Soleil, de petites 
inégalités séculaires que nous allons déterminer. 

La vitesse de rotation de la Terre peut étre supposée constante et 
égale & n; de plus, son axe instantané de rotation ne s’écarte jamais 
du premier axe principal que d’une quantité insensible. Soient donc 
A la vitesse du troisi¢me Soleil que nous imaginons mt dans le plan 
de equateur, et » sa distance & l’équinoxe du printemps rapporte i 
l’ecliptique fixe; n —& sera la vitesse du second axe principal rela- 
tivement ’ ce Soleil, et l'on aura 

dg —dvy=(n—k) dt. 
Mais on a, par l’article II, 


dg =ndt+ dvcos§; 


on aura done 
dv =k dt+ dv cos4, 


Soite la distance du troisiéme Soleil 4 l’équinoxe réel, c’est-d-dire 
a lintersection de l’équateur avec l’écliptique vraie; il est aisé de 
2cesin( ft + 6) 


voir, par ce qui précéde, que » — o est égal a aa 


» ce qui 


donne 
ot Zecfcos( ft + 6) 


af 10 — rT 
sin 


? 


partant 
X cf cos( ft+ 6) 


f— H fi) ed 
dy'= kdt + d)cos§ — dt aT 
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Soient gt le mouvement sidéral du second Soleil sur l’écliptique 


! 


vrale; g + yr Sera sa vitesse angulaire relativement a l’equinoxe 


reel; mais ona 
dy _ ay 


y 
ie — cotd 2 cfcos( ft + §); 


cette vitesse est donc égale a 


dy 8 
gees cotéXcfcos(ft+ 8). 


- +e ; . ae 
Elle doit étre égale a qzi 08 pourra done, au moyen de cette éga- 
lité, déterminer 4, et l’on aura 


d 1— cos§ 
k=g+ Gon) =e eee 


Xcfcos(ft+ 6). 
En substituant pour dy et 9 leurs valeurs précédentes, on aura 


k= g +Ux— cosh) — sink cos( ft + 6) 


+U— cosh) } HG = 7 tangh + Leovh |e cos( fi + 6) 


I— cosh 


~ sink > cf COs ( Co 


La partie constante de & est g + /(1 — cosh); ainsi, dans la rigueur, 
le jour moyen est formé par un quatrieme Soleil mui constamment 
dans |’équateur avec la vitesse g + /(1 — cosh); mais ce Soleil ne 
passerait pas par l’équinoxe réel en méme temps que le second So- 
leil. En intégrant les termes variables de l’expression de 4, on aura, 
pour l’équation des jours moyens, 


2 
— sinh SF re sin( ft +6) 


+ (1— cosh)» | (>: a +) angh + 5 coth |e sin (ft + 6) 


1— cosh 
sinh 


dc cos(fe+ 6). 
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Cette équation, réduite en temps a raison de 360° pour un jour, ne 
sélevant qu’é un petit nombre de minutes dans une période de plu- 
sieurs milliers de siécles, sa considération est entitrement inutile aux 


astronomes. 
+. £4 


La constance dans la durée des jours moyens dépend de l’uniformité 
du mouvement de rotation de la Terre autour de son premier axe prin- 
cipal, et de ce que l’axe instantané de rotation ne s’écarte jamais de ce 
premier axe que d’une quantité insensible. Le sinus de Pangle formé 
_ 1, Veer ee 
par ces deux axes est égal & —~*__; or il est visible, par ce qui 

Vp? Tk he ue ike 
mi: | , sineny 
précede, que q et r sont insensibles, et qu’ils n’ont d’influence sen- 
sible sur les valeurs de 0 et de J que par les intégrations; on peut 
done toujours confondre l’axe instantané de rotation avec le premier 
axe principal, et les poles de rotation de la Terre répondent toujours, 
a {res peu pres, aux mémes points de sa surface. 


do dy ‘ ; 
Fe gy 0089, il exprime le 


mouvement de rotation de la Terre autour de son premier axe prin- 


Il est aisé de voir que, p étant égal a 


cipal; il importe done de s’assurer que les variations de la valeur de p 
sont insensibles. Pour cela, nous observerons que, si B= C, ce quia 
lieu lorsque la Terre est un sphéroide de révolution, la premiére des 
équations (F) de l'article IV donne dp = 0, et par conséquent p égal A 
une constante rn; mais ces équations n’étant qu’approchées, relative- 
ment & l’action de l’astre L, nous allons faire voir que l’équation p =n 
a encore lieu en ayant égard a tous les termes dus & cette action. La 
premiére des équations (D) de l'article Il donne 
dN 


dp = a 


on a, de plus, par l’article IV, 


a Rey PS ar ov 
af ” oy Y Oz ; 


AUTOUR DE LEURS CENTRES DE GRAVITE. 165 


wef Ldm stya 
Uae (ok atte (a! — 2) 


Supposons 


“el 


nous aurons 


Vy? +s? sont les mémes; il est done fonction de ces deux quantités, 


dot il suit que an 
dt 


fort étendu, dans lequel le mouvement de rotation de la Terre autour 


=o, et par conséquent p =n. Voila done un cas 


de son premier axe principal est rigoureusement uniforme. 

Considérons maintenant le cas général dans lequel les trois mo- 
ments d’inertie A, B, C sont inégaux entre eux. La force vive de la 
Terre est égale & Ap? + Bg? +- Cr’; on a donc, par le principe de con- 
servation des forces vives, 


Ov dz 
Ap?+ Bq?+ Cr?= const. + ras {(5 DY dat! + i ee gy de) din 
la caractéristique intégrale S étant relative & toutes les molécules de 
la Terre, et la caractéristique intégrale / se rapportant au temps @. 
Soit 6V la variation de V, en ne faisant varier que les quantités rela- 
tives au mouvement de la Terre autour de son centre de gravité; on 
aura 
Ap?+ Bq?+ Cr?= const. + 28 f dV dm; 
ona, a tres peu pres, 


= L x’ 
SV dm = Sper —; S(22?— y4*— 2") dm 


ate LIS (ay! — a!?— z'2) dm 


2 
+ ——, 8(22'? — a/2— y'*) dm 
a pul sé 
L |e 
Tad + (B +C— 2A) 


meaapetiyd ew As 


enelase 


+(B+A— aC) 8" 
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Si l’on substitue pour 2, y, s leurs valeurs données dans l'article V, 
on aura expression de SéVdm, en ne faisant varier par rapport 2 6 
que les quantités 9, Y et 9. On peut ici négliger dans SVdm les termes 
dépendants de l’angle 9, parce qu’ils sont encore insensibles apres les 
intégrations; on peut négliger pareillement les termes dépendants du 
moyen mouvement de l'astre L, car, soit Asin(mt + 6+) un de ces 
termes, il produira dans S3Vdm le terme £o)cos(mt +64), et 


oy , : . . 
3; élant beaucoup moindre que m, ce terme sera insensible dans les 
intégrations. Il suffit done de conserver dans SVdm les termes qui ne 
sont assujettis qu’a des variations séculaires; on aura ainsi 


L 


SV dm = 
SV dm gpa 


(24 — B— C)[2— 3sin?6 —6sin@cos@ Xe cos( ft + 6)]. 


Pour avoir SéVdm, il faut différentier cette expression par rapport & 
§ et’; or on a, par larticle VII, en ne considérant que les varia- 
tions séculaires de 9, 

06 = Xledtsin( ft + 6). 
On a, de plus, : 
Zecos( ft +6)=Xecos[(f—l)t+ l¢+ 6]. 


En différentiant cette fonction par rapport a Y ou /, on aura 
— ldtXcsin( ft+ 6) 


pour sa différence. Ces valeurs ¢tant substituées dans S éV, on aura, 
en négligeant le carré dec, 
SdVdm=o, 


el, par conséquent, 
Ap?+ Bq?+ Cr?= const. 


Ainsi, Bg’ + Cr? étant toujours insensible, p est toujours, & trds peu 
pres, constant. On parviendrait au méme résultat en considérant les 
equations (G) de l'article V : il suffirait de multiplier la premiere par 
A dp, la seconde par Bdgq et la troisiéme par Cdr. En les ajoutant 
ensuite, et substituant dans le second membre de leur somme, au 
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lieu de p, g, 7, leurs valeurs données dans l'article II, on arriverait 
a ’équation 
Apdp+Bqdq+(Crdr=o, 
et l'on verrait, de plus, que l’on a séparément 
Bgdq+Crdr=o, 


en ne considérant que les inégalités séculaires. 
Le mouvement de rotation de la Terre autour de son axe instantané 
de rotation étant égal a 
, Pogeer 
ou a 


VAp?+ Bq?+ Cr?+ (A — B)g?+ (A —C)r? 
VA 


on yoit que ce mouvement est uniforme et que les variations sécu- 


d 


laires de 9 et de UY n’y produisent aucun changement sensible. 

La rotation de la Terre peut done étre supposée uniforme, soit 
autour de son premier axe principal, soit autour de son axe instan- 
tané de rotation; et, de plus, ces deux axes ne font jamais entre eux 
qu’un angle insensible. 


XI. 


L’analyse précédente suppose la Terre entiérement solide; mais 
elle est recouverte en grande partie d’un fluide dont les oscillations 
peuvent influer sur les mouvements de l’axe terrestre; il importe 
donc d’examiner cette influence et de voir si les résultats que nous 
venons de trouver n’en sont point altérés. Pour cela, il faut déter- 
miner ce que l’action de l’océan sur le sphéroide qu’il recouvre 
ajoute aux valeurs de N, N’, N’ de l’article If. 

On a, par cet article, 


dN _ ; Ly 

. AN 4 {4 Saas 
qe aes Raz’) dm, 
dN’ 


ar = SA Qa'— Py’) am. 
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Voyons quelles sont les quantités que l'action de l’océan produit dans 
ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroide terrestre par sa pres- 
sion et par son attraction : considérons séparément ces deux effets. 

Dans l'état d’équilibre, la pression et l’attraction de l’océan ne pro- 
duisent aucun mouvement dans |’axe de rotation de Ja Terre; il ne 
faut done ayoir égard qu’a l’action de la couche d’eau qui, par les 
attractions du Soleil et de la Lune, se dispose sur la surface d’équi- 
libre qui terminerait l’océan sans ces attractions. Représentons par 
xy l'épaisseur de cette couche, et prenons pour unité de densité celle 
de la mer et pour unité de distance le rayon moyen du sphéroide ter- 
restre. Nous aurons ainsi 4 considérer l’action d’une couche aqueuse 
dont le rayon intérieur est 1 et dont le rayon extéricur est 14- ay. Si 
l'on nomme g la pesanteur, la pression d’une colonne de cette couche 
sur le sphéroide qu’elle recouvre sera le produit de egy par la base 
de cette colonne. 

Soit r le rayon mené du centre de grayité de la Terre au point de la 
surface du sphéroide que cette colonne presse; soient u. le cosinus de 
l’angle que le rayon r forme avec l’axe de rotation, et o Vangle que le 
plan mené par cet axe et par r forme avec l’axe des y’; soit enfin 
=o Véquation de la surface du sphéroide que recouvre la mer, 
 étant une fonction des coordonnées a’, y’, s’ qui déterminent la 
position d’un point de cette surface, on a 

P= Ee, 
y' =rvVi—p coso, 


2 =rvVi— pbsino. 


La base de la petite colonne que nous venons de considérer peut étre 
supposée égale a7? du.do. Cette pression est perpendiculaire a la sur- 
face du sphéroide; en la décomposant en trois forces paralléles aux 
axes des a’, des y’ et des z’, et supposées tendre a augmenter ces coor- 
données, on aura pour ces forces * 


f Ox’ > r oy! > / Oz’ 


agyrdpdo on agyr?dy.da 02! agyredy. do On 


I 
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, , ‘ iM 2 We = Ki a oa ° ‘ 
f étant égal a / (2) =- (ss) a (Sz) - LPéquation a la surface du 


ds! 
sphéroide est de cette forme 


gt. ft Z@— 14 9q, 
q étant une fonction tres petite de 2’, y’, s’, dont nous négligeons le 
carré; on a donc 


N= av? + y+ 2 _1— 24, 


ce qui change les expressions des trois forces précédentes dans 
celles-ci : | 


SES Re , sf) 
a a ) 


= ba O2' 
2agyr® dy =( ye Og 

if ) oy! 2 

_ 2agyr’dyuda / , | 

i; ny wagale 


On aura ainsi, en n’ayant égard qu’a ces forces, 


dN = 9a ed Og a a) 


dt / JY Oz! dy’ 

aN” al A Malo Og | x! $f) 

dt =S SI Diy eda 

aN"  Qa2agyrduda /( ,0q , O”"F 

Ci S if ( oy’ y Ta)" 

“Ep, . Oq oq oq : 
Rapportons les différences partielles —~, 4, ~4 aux variables r, u. 
Oz’ dy' dz 


et o. Pour cela, nous observerons que l’on a 


Dog GOS iy MOG Ee) MeOm ae Og Og 
neg da! + dy’ dy'+ 92! ds'= ss dr + Bu dy elke ae 
Or on a 
r—Var+ y?+ 5” ae iirc a 
—=V4 is) ae =F g 7 
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d’ot l'on tire 
x ‘da! ey ‘dy! +3 ‘ds’ 


dr a 7 =. 
ie _ (¥?#+ 3" ) dz! — ax'y' dy'— av's' ds! 
== : rs ? 
vw ds! — sz! ay’ 
du= 73 ae 


En substituant ces valeurs dans l’équation différentielle précédente 
en g et comparant séparément les coefficients de da’, dy’ et ds’, on 


aura 
Og _ Og — pe oq 
dz’ Por’ ¢ Op 
aes Ig ‘1— v2 cosw 06 
Oana cae Ns eae 
oy or ry ate we Ow ? Ov. 
2a S — pu sinw 0 
IO rer yop ie ake pV we sine Og | 
Os : Or rV/i— pt OB r Op. 


On aura ainsi, en observant que, dans les valeurs précédentes de dN, 
dN’, dN", on peut supposer r= 1 et f= 2, en négligeant le carré de gq, 


dN ' : Oq 

dt Sag 7 dp. dos? 

sal =Sagydypda (vi Pe isinw 22. Fat sheds is) 

dt oO. ’ oe Vix pe Oo 
dN’ eSeck at oq ’ ener. 0q> 
= -Sagy dp. do(— a OB —Vi—p osm | 


. : dN dN’ dN" . , 
Determinons présentement les valeurs de 77, 7» —- relatives a 


l’attraction de la couche aqueuse sur le sphéroide terrestre. Il est 
clair que, si ce sphéroide et l’océan qui le recouvre formaient une 
masse solide, il n’y aurait aucun mouvement dans cette masse, en 
vertu de l’attraction de toutes ses parties. L’effet de l’attraction de la 
couche aqueuse sur la mer est done balancé par celui de l’attraction 
du sphéroide terrestre et de la mer sur cette couche; d’ou il suit que 
effet de l’attraction de la couche aqueuse est égal & la somme des 
effets de attraction de la Terre entidre sur la couche et de l’attrac- 
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tion de la couche sur l’océan, et que cet effet peut étre exprimé par 
cette somme prise avec un signe contraire. 

La résultante de l’action de la Terre entiére sur la petite colonne 
ay du.do de la couche aqueuse et de la force centrifuge est perpendi- 
culaire a la surface d’équilibre de la mer. On aura donc I’action de la 
Terre enti¢re sur cette colonne en la concevant animée de cette résul- 
tante et de la force centrifuge prise avec un signe contraire. La pre- 
miére de ces deux forces est la pesanteur g qui doit étre multipliée 
par la masse ay du.do de la molécule. En supposant done que l’équa- 
tion de la surface de l’équilibre de la mer soit 


iD) "9 


ars y+ g2—1+4 2q', 
on aura, parce qui précede, pour les parties de “X, & et & rel: 
e dee Ns fed aah aise” Cig Losi IN Bae 

tives a cette force, 

_ 0g! 

Sagy dp do, 

Sasydp.da(\/1— p2sinw as ded i ded oa: )> 

Op. Yi— Ow 
Sagyd des (- ee 1p cos SL). 
es Vaan gee oe ane 


Il faut, comme on vient de le dire, prendre ces quantilés avec un 
signe contraire; en les réunissant ainsi aux valeurs précédentes de 


dN dN’ , aN’ 
de’ ade © dt 


mer, profondeur que nous supposons trés petite et que nous repré- 


, et observant que g’ — g exprime la profondeur de la 


senterons par Y, on aura 


dN Oy 


aE =— Sagy dp do ~—, 

ON ep stieend te ga Te: 5 4 y.cosm dy 
ah sig Sagydy.do (\ ee Sehr, 2 ea oo 
Oe ae ae Ete ee OY 
ad Hy RAE EEM (\ Rite baat Vi— a) 


Il faut maintenant considérer l’effet de la force centrifuge prise avec 
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| : . dN dN’ aN’ 
un signe contraire et le retrancher de ces valeurs de 77> => Gy» 
ce qui revient & ajouter & ces valeurs l’effet de la force centrifuge. Si 
l'on désigne par rn la vitesse de rotation de la Terre, la force centri- 
fuge de la petite colonne zy duds sera n? V1 — v2; en la multipliant 
par la masse de la colonne, on aura 


pour la force entiére. Cette force est dirigée suivant le rayon du paral- 
léle : en la décomposant en deux, lune paralléle aux y’ et lautre 


, 


paralléle aux s’, on aura 
an*y dp. dw\V1— w2 cosw 
pour la premiere, et 


. perce Ts 
an ydyda\1— y* sinew 


your la seconde. On aura donc, pour les parties de aaa et —— 
pe a 3s - « « ; p ‘ p< Ne di > di dl 


relatives & la force centrifuge, 


dN | 

ac 

a —=— San*y dp.dop1— p? sino, 
dN’ ‘fue ae 
ee San y dy. dw p Vi — a COSB. 


Il nous reste & déterminer leffet de l’action de la couche aqueuse 
sur locéan. Pour cela, représentons par «U la somme des molécules 
de cette couche, divisées par leurs distances respectives a une molé- 
cule de Pocéan, déterminée, soit par les quantités r, u. et, soit par les 
coordonnées 2’, y’, 33 yy et a seront les actions de la 
. Oz! oy' Os! 
couche sur cette molécule, ces actions tendant a augmenter les coor- 
données 2’, y’, 3’. La masse de la molécule est r? dr du.da. Les parties 
A aN dN’ en: 

at aby wid 


> 


relatives a l’action de la couche aqueuse, seront 
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done 
Sar? drdu.do (5a - & Sy 
Sar dr dyde (= va — a) 
Sardrdpdo (2' oy — 7 Sai)" 


Pour intégrer ces fonctions relativement 47, nous observerons que, 
la profondeur de la mer étant supposée trés petite, on peut supposer ici 


Srigr=), 


au au et du " 
Oz" yt tes os 


d’autres, relatives aux variables r, o et wu, les fonctions précédentes 


Si, de plus, on change les differences partielles 


deyiendront, en les prenant avec un signe contraire, 


Sar dys dio 9 


S —— . _0uU 2 cose ou 
_Saydu.dolVi— ps I go ws rbd 
Say dy. d (vi p cee ) 


Vv tea ye Com 
— Ou sino dU 
Say dy.des (Vi mad ia ce le iey ahah d ie ) 
\ f t 
a dN' dN’ 
aa oe 
trouvées ci-dessus, on aura, pour les expressions entieres ‘le ces quan- 


Si l’on réunit ces valeurs aux expressions partielles Bi 


tités relatives a l’attraction et & la pression de l’océan, 


ann’: ' Oy OU 
a7=T Sasy dp. ds — Say dp. da ram, 
dN’ _ if ( Set PON OIN AE EOeOn cece 
ae Sagy dp do «2 V: re du Vi— Be) 


" / oe seb aU 
~ Sa; fi — ps he WE (eaten Reales 
Say dy. dw (\ i— ph > eee iar ae) 
Santydpdo p\/i— py? sine, 
aN! _ 
rs 


Oy p-sinw dy 


; / faire Cham ie a 
Say rs . a es 4 


tht ou psinw dU 
Ou. res pe ns ) 


‘ 


+San?y dp. Dad 1— p? cose. 
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Les intégrales précédentes doivent étre prises depuis 4 == — 1 jus- 
qu’a u =1, et depuis o = o jusqu’a o = 2m. En intégrant par rapport 
ac,ona 


: 0» 5 Oy 
Sagy da! =agyy — Sagy de + const. 


yb) 


Il est clair que, aux deux limites de l'intégrale o = 0 et o = 27, | 
fonction xgyy est la méme, puisque ces limites sont au méme point 
SY) p 


de la surface du sphéroide; on a done 
agyy+ const.=—o 
et, par consequent, 


> — Sapydy.do 


Sagy duda = os 


Oo 
En intégrant par rapport au, ona 


Sagydp' Ue Vi—p sino —agyyVi—p sino +Sagyy gaeene 
sd SV aE 


; oy — , 
Sagy dp. aa I-- p* sinw + const. 


L'intégrale doit étre prise depuis == —1 jusqu’a p= 1; or y et y 
ne sont jamais infinis ; ainsi, le radical ¥1 — uw? étant nul a ces limites, 


on a, 2 ces mémes limites, 


agyy\Vi— p2sinw + const. =o 
{, par consequent, 


? — .._ 30 
Sagydyday 1 — py? sin 24 
Op. 


du. da sina : pejek Se 
gy yee! ey Qe dae —p? sine, 
Vi—p? Ou. 


On trouve encore, en intégrant par rapport ao, 


COSm Oy 


Sagy duda = 


chee E cose dy p-SIDD 


-Sagy 


+Sagyydpdo: 
Vip RTT hg Vi— p? 
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on aura done 


: (po Oy pecosa Oy’ 
Sag pt sine ge LE L 
aBY aiken Vi u. ae Fh, Vee ae a ) 


ee Oy 4COSm Q 
=—Sagydy —— pa etek SRLS 4 
Sagy pdia( yin pe SS ‘r oz oY). 


On trouvera pareillement 


dy . psino dy 


Sagy id bh ee ea ae 


* as i Oy sine a 
—Sa sydu de (Vie ee CoS ate eee a, : 


a — pe? 


dN dN’ dN’ 


Les expressions précédentes de —, —- et 7 deviendront ainsi 
'dN _ dy vu 
we = Sarduda(e oe — G5) 
aN’ _ dy OU p. COS ( dy  duy 
i = Say dd | V1 — pe? # sina (g Fi =) Te =a 3 re | 


( seen 
(9) § —San?ydpdopyi— p’ sino, 


aNt joo oy du 2. Sine , dy au 
aoe Say dp. da lv I— p?Cosw («3 ra aie i SB (s ene 7a) | 


\ + San?y dp. dw py/1— p? coso. 


XII. 


Déterminons maintenant influence de ces quantités sur les mouve- 
ments du sphéroide terrestre autour de son centre de gravité. Pour 
cela, reprenons les équations (D) de l’article II; si l'on néglige, dans 


_B 
la premiere, la trés petite quantité = —rp, on aura 
aN 


dp = we9 


On voit ainsi que les termes dépendants de trés petits angles, que con- 
tient dN, peuvent, par l’intégration, en produire de tres grands dans 
la valeur de p; il est donc nécessaire d’avoir égard & ces termes. 
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Les deux derniéres des équations (D) donnent, en négligeant les 


yee A—C A—B 
quantites fort petites —;—7p et —a— Pq, 


dN' dN’ 
el idacher 


dq = 


Les équations (c) du méme article donnent 


d§ . 
dt ; q ; 


=rcoso+g sing; 
dt ? 1 Ps 


en faisant done 
do x dysin@ 
ee aoe 


et, observant que do est & tres peu prés égal a rd, on aura 


dx’ = dr sing — dq cosy + ny" dt, 
dy" = dr cosg + dq sing — na" de. 
Si l’on substitue pour dg et dr leurs valeurs précédentes, dans les- 
quelles on peut changer B et C en A, on aura 


TW ! 
| 


dx" — ies sing — = £089 +ny'"dt, 
Ti Tf 
he zit cose + x sing — na" dt. 


— ps aN” . AN’ 
Soient H décos(+<) un terme quelconque de 2 sing — oO COS9, 


/ 


" 
; : ; Nias 
et H’dtsin(it+«) le terme correspondant de 7 C089 + ~- 8INg; 
¢ t f A 


les termes correspondants de a” et de y” seront 


, _ tH —vnl ; , 
Y= Fare Cost + €); 
pa) ons hee 
Pa ——— sin(it +e); 
v— ? 


les termes dépendants de tres petits angles, ou, ce qui revient au 
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méme, ceux dans lesquels ¢ est fort petit, sont encore peu sensibles 
dans les valeurs de x” et de y’; mais l’intégration les rend tres sen- 
sibles dans les valeurs de 4 et de J et l’on a vu que la précession et la 
nutation dépendent de termes semblables; il est donc essentiel d’y 
avoir égard. Ces termes sont produits par ceux de dN’ et de dN’ qui 
dépendent d’angles tres peu différents de nz, car, en les multipliant 
par sing et par cosg, il en résulte des termes dépendants d’angles tres 
petits. Ainsi, dans le développement de dN’ et de dN’, on doit faire 
beaucoup d’attention a ces termes. 

Les termes dans lesquels z est tres peu different de x deviennent 
fort grands dans les valeurs de a’ et de y’, parce que le diviseur 0? —n? 
est alors trés petit. Ces termes résultent de ceux de dN’ et de dN’, qui 
renferment de trés petits angles; il est done essentiel d’y avoir égard. 
Les termes de dN’ et de dN’, qui dépendent d’angles trés peu diffe- 
rents de 2nt, en produisent dans x” et y’, qui dépendent d’angles tres 
peu différents de nt. Soit Ld¢sin(2nt + vt + ¢) un terme de dN’ dans 
lequel ¢ est trés petit; il en résultera dans dN’sing — dN’cos¢ le 


L a Tie = LA 
terme ~dtcos(nt + vt —«), et, dans dN’cosg + dN’sing, il en résul- 
L / bs “ “ 
tera le terme > dtcos(nt + vt +’), ce qui ne donne, dans x” et y’, 
que des quantités qui, n’ayant point ¢ pour diviseur, sont encore in- 
sensibles. On verrait de méme qu’un terme de dN’ de la forme 


Ldétcos(2nt-+ vt+¢) 


ne produirait, dans a’ et y’, que des quantités insensibles. Il ne faut 
donc avoir égard, dans les valeurs de dN’ et dN’, qu’aux termes dépen- 
dants de trés petits angles ou d’angles tres peu différents de xz. 

Pour analyser ces différents termes, il est nécessaire de rappeler les 
équations différentielles du mouvement de l’océan. Considérons une 
molécule de sa surface, déterminée dans l'état d’équilibre par les coor- 
données vu. et o; conceyons que, dans |’état de mouvement, elle soit 
élevée de la quantité ay au-dessus de la surface d’équilibre; que sa 
latitude soit diminuée de la quantité au, et que l’angle o soit aug- 
menté de «~. Nommons encore v le complément de la déclinaison de 

Okuvres de L. — XM. 23 
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'astre L; I son ascension droite, et 7” sa distance au centre de gravile 
de la Terre. Soit 


3L ‘ ; . 
f= >, [cos9 cosy + sin9 sinv cos( Il — 9 — @)|*; 
. et) gi : 


on aura les trois équations suivantes (Mémoires de l Académie des 


Sciences, année 1776, p. 178) ('): 


O(yuys -p?) 


‘ fi 0(7°) 
Be Pr: w 
J begil-aegt du) ¥ 1 # 
( o & 1 of 


Oru 


de av 8 
(1) Pigs PP RgeEN & 


Ore Ou p Pda dw 
+ 2n -— : - a 


ou OL Vy we 1— p? 1 -— pe 


Si l'on ne considére que les termes dépendants d’angles croissants 
avec une extréme lenteur ou indépendants de g, il est visible que la 
partie de f relative & ces angles est indépendante de a; les parties 
de y et de U relatives aux mémes angles sont donc elles-mémes 
indépendantes de a; en sorte que, en ne considérant que ces termes, 


on aura 


OR fe 
Ow : oa Ow , 
et, par consequent, 
aN _ 
a 
dN’ . dN! + esate (dy dU 
Ae 2 Gp OSPR = Say dp doy1—p?sin(9 +o) (s5 + an) 
dN’ dN’ é a dy av 
de ©98? + Gp sine = — Say du.day1— p* cos(9 +a) (s aa — aay 


| Vou sur cela les Mémoures de l Académie des Sciences, année 1775 (*).| 


*) OEucres de Laplace, T. 1X, p. 188. 
2) OEuvres de Laplace, T. 1X. 
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Il résulte de ce que j’ai fait voir dans les Mémoires cités que, rela- 

tivement aux termes croissant avec une extréme lenteur, on peut sup- 
poser, a trés peu pres, 


Cette équation est d’autant plus exacte que ces termes varient avec 
plus de lenteur et qu’ils ont, par conséquent, plus d’influence sur 
les mouvements de l’axe de la Terre. On a donc, relativement A ces 


termes, 
ioe = Say dy day 1 — p*sin ( yee 
as 11) Lo) Ss - / as g Oo Seat Tae, 
dp 8? — ay ©°89= Cy AY hai at 9 a 
dN" ate varie -— - of 
Tye Oath ap Sie 8 er Say dpday1— py? cos(9 +B) rie 


Si nous concevons que la mer forme une masse solide avec la Terre, 
il est visible, par ce qui précede, que les deux derniéres équations 
subsisteront encore; ainsi, relativement aux termes de l’expression 
de y, qui croissent avec beaucoup de lenteur, les mouvements de 
axe de la Terre produits par l’action de locéan sur le sphéroide 
quwil recouvre sont les mémes que si ce fluide formait une masse 
solide avec la Terre. 

Il nous reste a considérer les parties de aot et de as qui dépendent 


dangles trés peu différents de né; ona 


ae ! ee aay 
pet — 7, SO — San?y dp.dopyi1— py? sin(9 +o) 
S aie —— __, ie dt 
— * t / - = re) won Or —— = _ 
ay daw 1 pe sin (¢ w ) (5 du. qi) 


3 p a) Al 
= Ss te SS) ee GCOS | OR at ge a & 
aligns vals Sano: (9 =) (5 va roa 


La premiére des équations (1) donne 


San? y du.do py 1— p2sin(e +o) 


—=San? dpdopii—p? sin(e+o) 
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en intégrant depuis w = —1 jusqu’aw=1,0na 
== a — Be 
Seas a8 PB) Sy ate 


on a pareillement, en intégrant depuis o = 0 jusqu’a o = 27m, 


a —=— Syvrdwcos(9+), 


S dow sin(o +o) 
0a 


partant 
San? y dp dw py1— p2sin(9+o) 
=—Santyu dudaw(1— 2p?) sin(9 +o) 


-Santyo dudapyi-- wr cos(9 +9). 
On peut supposer yu développé dans une suite de termes de la forme 
M sin(i¢é+s0 +6), 


M étant fonction de uw seul et s étant un nombre entier positif ou 
négatif, les nombres fractionnaires étant exclus, parce que yu est le 
méme lorsque o =o et lorsque o = 27. Pareillement, yv peut étre 
supposé déeyeloppé dans une suite correspondante de termes de la 
forme 
O cos(it + sw 4-6), 

O étant fonction de wu seul. Soient M’ et O’ les valeurs de M et de O 
relatives au méme arcw et qui correspondent & s =1; on aura, en 
considérant l'ensemble des termes dépendants de i, 


San?y dado p/i1— p? sin(g +B) 


=—an*rS du cos(it+ e — 9) [(1— 2p?) M’— pi — p?0'J. 
Si l'on multiplie la seconde des équations (1) par 
4y du.dasin(9+o), 
et qu’on l’ajoute a la troisieme, multipliée par 


ay dp.do pi — p? cos(o+a), 
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on aura 
: OP ha: c , Ou ae 
Say dp.do| Ga sin(¢ +) + 2np 97 COS(e + ®) 


ee 1— p? cos(o +B) ese /i — p? sin(o—o 
oe * B T aEtay t 7 


ob Fyne 0 au Of * 
ss Say dudoyi— pi sin (9+) (g5% — 5 x) 


ne: oy OU _ of), 
Say dy do —-2— c0s(¢ +0) (s aig ots) 


/ 


Si l’on substitue pour yu l'ensemble des termes relatifs a l’angle i, 
et si ’on observe qu’ici nous ne considérons que le cas dans lequel ¢ 
differe tres peu de x, le premier membre de cette équation deviendra 


— an*xS dp cos (it + ¢ — 9) [(1 — 2p?) M’/— py — p20’); 


on aura donc, en n’ayant égard qu’aux termes dans lesquels z est a 
trés peu pres égal an, 


San?y dudopyi— p*sin(g +o) 


—— ‘ay ou. of 
exh eer ox pate oa : 
= SaydydoiVi1— p*sin(o- @)( 4 dee de. oa) 
a SEES : (ay eu of 
Ba A psn tee (4 oo games el ae | 
d’ot lon tire 
dN’ . dN! Ames Sd sell 
de 3D? — Gp O89 = Say SAS ar Fe CO? +B) 
— Saydypdo\/1— p? SE sin (9 +0). 
On trouvera de la méme maniere 
dN" ANP S). m fap OF Ow. 2. 9F 
ay COE Ute in hee Say ay aye Ip EC? + Bw) 


— Say dp.dwy/1— p? 5 008(9 +B). 
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Il est facile de s’assurer, par ce qui précéde, que ces valeurs de 


AN? 1, ING et td ea ewer 
aor ae nm mee 


sont les mémes que si la mer formait une masse solide avec la Terre, 
dou résulte ce théoreme remarquable, savoir, que les phénoménes de 
la précession des équinoxes et de la nutation de Vaxe de la Terre sont 
exactement les mémes que si la mer formait une masse solide avec le 


spheroide qu elle recoucre. 
XI. 


Comparons maintenant la théorie aux observations, et voyons les 
consequences qui en résultent sur la constitution du globe terrestre. 


Si, dans expression de 6 de l’article VIII, on réduit 
N cl ost fie 2 
pa 7 cos( ft + 6) 


dans une série ordonnée par rapport aux puissances de 7, on aura, en 


ne conseryant que la premiere puissance, 
Vv cl - v cl - Sh 
-cos( ft+ 6)—= > —cos6— ltd c sin6é. 


Prenons pour plan fixe celui de l’écliptique au commencement de 
1750, ol. nous fixerons l’origine du temps ¢. Le carré de l’inclinaison 
de l’écliptique vraie sur ce plan étant 


[Xesin( ft + 6)]?+ [Xe cos( ft + €)]?, 


ona 
Ze sin6 — 0; xc cos6 =0, 


ce qui donne 
+ le le 
SN =~ cos 1 4-6)— WV XZ cose. 
at f (f } af aki 
En retranchant ce terme de la valeur de A, on aura V’inclinaison 


moyenne de l’équateur & l’écliptique au commencement de 1750; 
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mais, si l’on veut que / représente cette inclinaison moyenne, il 
faudra supposer 

VS ~cosé =o, 

and f at 


et c’est ce que l’on peut toujours faire, car le terme 
Dye - cos( ft +- &) 


resultant de Pintégrale 
fatkle sin (ft + 8), 


on peut, en ajoutant a cette intégrale la constante 


sos 
ms poe Oo 
On aura done ainsi 
lic! : /tangh 
ey Ne ee anon fe ae Ory, 1 tage m 
“ai Gung Ped a2 Smee ay (8 ate ma 8 C082") 


la valeur de 0’ de l’article IX deviendra 


ike’ 
peat p> i eens re 
= h— tXefsiné + G+h i ale 


/tangh ( 


am(t+A)\ 


enfin, les valeurs de ¥ et de Y’ des articles VII et IX deviennent 
if m 
| Se si 29 ==) in2¢’ 
$ men | * Fn : ) 


lhe’ cos?h— sin?h sin(f't + 8") 
(i+A)f’ sinkcosh ~ a2 eye 


l 


Toate: x; 
(sinae += sina’ ) 
am(it+a)\ m 


y= lt— tcoth&cf cosé6 — 


lic’ cos?h — sin? hss n( fit +6!) 
(1-+A)f’  sinhcosh 
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Le terme — ¢Xecfsiné de l’expression de 9’ exprime la diminution 
séculaire actuelle de l’obliquité de l’écliptique. Les observations 
laissent encore de l’incertitude sur cet objet; en prenant un milieu 
entre leurs résultats, on peut fixer cette diminution & 50” dans ce 


siécle : ainsi T représentant une année julienne, nous supposerons 
T2ecfsiné6 = 0’,5. 
Cette équation donne, par la théorie des planetes, 
T2efcosé = 0”, 080333; 
on aura donc la précession annuelle des équinoxes égale a 


[T — 0”. 080333 coth. 


Delambre a trouvé, par une nouvelle discussion des observations, 


cette précession égale i 5o0”,1; partant 
lT — 0,080333 coth = 5o0’,1. 


Substituons pour /sa valeur; mais, pour plus d’exactitude, conser- 
vons les carrés de l’excentricité et de linclinaison des orbes lunaire et 


solaire; on aura, par l’article VIII, 


ae ~an 2 
eee fe 2A —B—C I i (cos 5 7 Sin 7) 
lT = —— Tcosh —— REP esd. RO Beal oS ee 
qn A 


(1 — e*)? (1 — e!2)? 


e étant l’excentricité de lorbe solaire, et & étant l’excentricité de 
Vorbe lunaire. 
Pour réduire en nombres cette valeur de /T, nous observerons que 
l'on a, par observations, 
e —0,016814, e' = 0,0550368, 


y = 5°8' ho”, h = 23° 28/20"; 


la longueur de l’année sidérale est de 365), 256384, et celle du jour 
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sidéral est de o/, 997269722, ce qui donne 


m __ 0,997269722 
n 365,256384 


Enfin ona 
__ 360°. 365,25 
~~ 365,256384 ” 


mT 
et les observations des marées donnent 
Ne oNe 


on aura ainsi, en supposant A = 3(1 + 2), 


(Ripe ee as 2 9682", 69 (1 + ¢.0,74849), 


ce qui donne 
2A—B—C ____0,00519329 | 
A ~ £+ #.0,74849’ 


on a, a fort peu prés, par l’article III, 


2A—B—C _ 2a(H—49)Spa*da 


A Soatda 


ll est fort remarquable que la valeur de H™ du méme article n’entre 
point dans cette équation; d’ou il suit que les mouvements de la Terre 
autour de son centre de gravité sont les mémes que si elle était un 
ellipsoide de révolution, dont «H est l’ellipticité; on a tag = 43; on 
aura done 

aH = 0,0017301 +- ENE AIO OP epee 

1+ 1.0,74849 Spa* da 
Il est tres vraisemblable que la densité des couches du sphéroide 
Spa‘ da 
Spa* da 
plus petit que 5; en faisant done z =o, conformément aux obserya- 


terrestre augmente de la surface au centre, et, dans ce cas, est 


tions des marées, la valeur de aH sera moindre que 0,0032881, ou 


e323 


siz: Si la Terre est elliptique, «H exprime son ellipticité; on ne 


que 
peut done pas supposer cette ellipticité plus grande que 5) 


04° 


OLuvres de L. — XII. 24 
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Dans l’hypothése de l’homogénéité de la Terre, cH =}, et l'équa- 
tion précédente donne a peu pres A = 4; cette valeur est trop éloignée 


5 
‘ . 


de satisfaire aux phénoménes des marées pour pouvoir étre admise ; 


ainsi l’on doit rejeter l’hypothese de la Terre homogene. 


Les observations du pendule donnent «H = ;4, a peu prés; elles 


s’accordent done, aussi bien qu’on peut le désirer, avec le phénoméne 
de la précession des équinoxes et avec ceux des marées. Les variations 
observées dans les degrés des méridiens ne semblent pas pouvoir se 
concilier avec cette valeur de «H, ni méme avec l’hypothése de l’ellip- 
ticité de la Terre; mais j'ai remarqué ailleurs que cela dépend de 
termes peu sensibles dans les expressions de la pesanteur et de la pa- 
rallaxe, et qui sont entitrement insensibles dans les phénoménes de la 
précession et de la nutation de l’axe terrestre. 


Le terme nF cos( ft +4’) des expressions de 0 et de 0’, eny 
faisant A= 3, devient 10’, 036 cos( /’¢ + 6’), /’T étant égal a 69 631’, 
et ZT étant, par ce qui précéde, égal & 50”, 285. Ce terme représente 
la nutation observée par Bradley, et que ce grand astronome a fixée 
par ses observations & 9’. Maskelyne, par une discussion nouvelle de 


dy WO 
2? 


ces mémes obseryations, l’a portée & g’}; et il me parait nécessaire, 
d’apres les phénoménes des marées, de l’augmenter encore d’une 
demi-seconde. L’étendue observée de la nutation peut servir a déter- 
miner la yaleur de A : ainsi, dans les deux suppositions de A = 3 et 
de A= 3, dont la difference est trés sensible sur les phénomenes des 
marées, comme je l’at fait voir dans les Mémoires de l’ Académie des 
Sciences pour l’année 1790 ('), les coefficients de la nutation ne dif- 
ferent pas entre eux d’une demi-seconde, d’ou il suit que la valeur de 
> est beaucoup mieux déterminée par les phénoménes des marées que 
par celui de la nutation. 

Si la Terre est homogene, on a, par ce qui précéde, A=7, et le 


coefficient de la nutation se réduit a 8” & peu prés; il est incontesta- 
blement plus grand par les observations : ainsi le phénomene de la 


(1) Voir plas haut. 
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nutation concourt avec ceux des marées pour faire rejeter cette hypo- 
these. 


Le terme correspondant des valeurs de J et de Y’ est 


2 Die! 


Crea Freee sin (f't + 6') = 18", 754 sin(f'e + 6"); 


e’est ’équation de la précession. 
Les expressions de 9 et de 6’ renferment encore le terme 


ltangh 


——>-__ cos2¢ 
2m(1-+ A) . 


qui est égal 4 0”, 87 cos2v. Le terme correspondant des expressions de 
vb et de Y est — 2”,oosin29; vu la précision des observations mo- 
dernes, il serait utile d’avoir égard & ces termes. On voit, par l’analyse 
précédente, que ces termes et ceux dus & la nutation et a l’équation 
de la précession sont les seuls dont on doive tenir compte, tous les 
autres étant insensibles. 

La longueur de ce Mémoire m’oblige d’en renvoyer la suite au 
Volume suivant ('). 


(‘) La continuation de ce Mémoire ne se trouve dans aucun des Volumes suivants. 
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MEMOIRE 


SUR LES 


HQUATIONS SECULAIRES DES MOUVEMENTS DE LA LUNE, 


DE SON APOGEE ET DE SES NOEUDS (°). 


Mémoires de l’Académie des Sciences, I* Série, T. I; fructidor an VII (2). 


J'ai annoncé a la premiere classe de l'Institut national, et j’ai publié 
depuis dans la Connaissance des Temps pour lan VIII de V'ére francaise 
les résultats auxquels je suis parvenu sur les équations séculaires des 
mouvements de la Lune, par rapport aux étoiles, 4 ses noeuds et A son 
apogée, réservant pour nos Mémoires l’analyse qui m’a conduit a ces 
résultats. Je présente ici cette analyse; mais je vais la faire précéder 
de quelques réflexions sur la théorie lunaire. 

Les géometres ont imaginé diverses méthodes pour déterminer le 
mouvement de la Lune par la loi de la pesanteur universelle, et l’on 
sait que leurs calculs, combinés avec les observations, ont produit des 
Tables qui laissent tres peu de chose a désirer du cété de la préci- 
sion. Celles de Mayer, corrigées depuis par Mason, et comparées Aj 
1137 observations de Bradley, s’en écartent rarement d’une demi- 
minute; ce qui prouve que les inégalités périodiques de ces Tables 
sont bien déterminées, et quwil n’en est aucune un peu sensible que 
l’on ait omise. Mais on voit avec peine que, si la théorie de la pesan- 
teur a fait connaitre la loi de ces inégalités, elle n’a pas suffi seule a 


(') Lu le 21 nivése an VI. 
(2) Mémoires de l’Institut national des Sciences et Arts, T. Il, 
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fixer leur valeur. A la yérité, cette détermination dépend d’approxi- 
mations extrémement compliquées, dans lesquelles on n’est jamais 
stir que les quantités négligées sont trés petites; et c’est la, sans 
doute, ce qui a porté Mayer & recourir, pour cet objet, aux observa- 
tions. Mais il me semble que les géombetres pourraient obvier a cet 
inconyénient en discutant avec une attention scrupuleuse l’influence 
des intégrations successives sur les quantités que l’on néglige et en 
s’attachant & suivre la méme méthode dans leurs recherches, ce qui 
rendrait les calculs déja faits utiles & ceux qui, cherchant a perfec- 
tionner la théorie de la Lune, ajouteraient ainsi leurs travaux aux 
travaux de leurs prédécesseurs. 

De toutes les méthodes proposées jusqu’a ce jour, celle de d’Alem- 
bert me parait étre la plus simple, et je suis persuadé que, en la pré- 
sentant ayec la clarté dont elle est susceptible, elle doit conduire aux 
résultats les plus exacts. Les approximations sont d’autant plus com- 
modes et precises, que l’on déyeloppe moins de fonctions en séries, et 
que les séries sont ordonnées par rapport aux puissances de quantités 
tres petites, 

apres ce principe, il est avantageux d’exprimer, comme dans la 
methode dont je viens de parler, les coordonnées du mouvement 
lunaire en séries de sinus et de cosinus d’angles dépendants du mou- 
vement vrai de la Lune. Si l’on veut avoir ensuite le mouvement vrai 
en temps moyen, on pourra y paryenir par une approximation tres 
rapide, dans laquelle il sera facile de s’assurer de la petitesse des 
quantités négligées. Mais on trouverait peut-étre quelque avantage 
u former des Tables de l’expression du temps en mouvement vrai de 
la Lune, puisque c’est le temps que l’on conclut de sa longitude vraie, 
dans Pusage des observations lunaires, pour déterminer les longi- 
tudes terrestres. J’envisagerai donc sous ce point de vue la théorie 
de la Lune dans les recherches suivantes, dont voici le résultat. 

Les variations séculaires de l’excentricité de l’orbe terrestre en pro- 
duisent de correspondantes dans le moyen mouvement de la Lune, qui 


s'accélére quand cette excentricité diminue, et qui se ralentit quand 
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elle augmente. J’ai déja donné dans les Mémoires de l’ Académie des 
Sciences de l'année 1786 (') la formule de ces variations, & laquelle 
jai été conduit en appliquant aux satellites de Jupiter ma théorie de 
Jupiter et de Saturne. Plusieurs géométres l’ont ensuite tirée de leurs 
méthodes; ce qui est aisé, lorsque les vérités sont une fois connues, 
et ce qui, dans le cas présent, était d’autant plus facile, que l’on peut 
y parvenir sans le secours de l’Analyse, ainsi que je l’ai fait voir dans 
mon Exposition du systéme du monde : en sorte que |’on aurait lieu 
(’étre étonné que la cause de l’équation séculaire de la Lune ait 
échappé si longtemps aux efforts des géométres, si l’on ne sayaitl 
pas que les idées les plus simples sont presque toujours celles qui 
s’offrent les dernieres a l’esprit humain. 

J’ai observé dans les Mémoires cités que les mouvements des neeuds 
et de ’apogée de l’orbite lunaire sont pareillement assujettis 4 des 
inégalités séculaires. Dans la détermination de leur valeur, je n’ai eu 
égard qu’a la premiere puissance de la force perturbatrice, ce qui est 
dune grande précision relativement a l’équation séculaire de ce mou- 
vement; mais on sait que cette puissance ne donne que la moitié du 
mouvement de l’apogée de la Lune : l’autre moitié est principalement 
due aux termes dépendants de la seconde puissance de la force per- 
turbatrice, et résulte de la combinaison des deux grandes inégalités, 
la variation et Vevection. Cette remarque, l'une des plus importantes 
que l’on aif faites sur le systeme du monde, et dont on est redevable 
i Clairaut, nous prouve la nécessité d’avoir égard au carré de la force 
perturbatrice dans le calcul de ’équation séculaire du mouvement de 
apogee. 

Pour cela, il est nécessaire d’analyser avec soin tous les termes 
dépendants des variations séculaires de l’excentricité de l’orbe ter- 
restre qui entrent dans expression du mouvement de l’apogée 
_lunaire, et dont les intégrations augmentent considérablement la 
valeur. Cette épineuse analyse conduit 4 une équation séculaire 


soustractive de Ja longitude moyenne de l’apogée, et qui est a Péqua- 


(1) OEuvres de Laplace, Temas 


Okuvres de L. — XIl. 29 
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tion séculaire moyenne du mouvement de la Lune, a fort peu pres, 
dans le rapport de 33 a 10; en sorte que le mouvement de l’apogee se 
ralentit lorsque celui de la Lune s’accélere. Dans les Mémoires cités 
de Académie, les termes dépendants de la premiére puissance de la 
force perturbatrice m’ont donné l’équation séculaire du mouvement 
de l'apogée égale aux trois quarts de celle du moyen mouvement; les 
termes dépendants du carré de la force perturbatrice, qui doublent 
le mouvement de l’apogée da A la premiére puissance de cette force, 
augmentent done dans une raison plus grande encore l’équation sécu- 
laire de ce mouvement. 

L’équation séculaire de l’anomalie étant la somme de l’équation 
séculaire du moyen mouvement et de celle du mouvement de l’apogée, 
elle est égale & de léquation séculaire du moyen mouvement, et, 
par sa grandeur, elle doit influer trés sensiblement sur les observa- 
tions anciennes. 

J'ai considéré de la méme maniere l’équation séculaire du mouve- 
ment des neeuds de la Lune sur l’écliptique vraie. J’ai fait voir dans 
les Mémoires cités que, en n’ayant égard qu’a la premiere puissance 
de la force perturbatrice, le mouvement des noeuds de la Lune est 
assujettie & une équation séculaire additive & leur longitude moyenne 
et égale aux trois quarts de léquation séculaire du moyen mouvement 
lunaire. Le mouvement des noeuds est dt principalement aux termes 
dépendants de la premiere puissance de la force perturbatrice; ces 
termes donnent un mouvement qui surpasse un peu le mouvement 
observyé; mais l’inégalité principale de la latitude, en se combinant 
avec celle de la variation, produit dans l’expression du mouvement 
des neeuds un terme dépendant du carré de la force perturbatrice, et 
qui, en le diminuant, le fait coincider, a fort peu pres, avec l’obser- 
vation. En ayant égard au carré de cette force, je trouve que l’équa- 
tion séculaire des neeuds est 4 de celle du moyen mouvement et addi- 
tive a leur longitude moyenne; en sorte que le mouvement des nceuds 
se ralentit, comme celui de l’apogée, lorsque le moyen mouvement de 
la Lune s’accélére, et les équations séculaires de ces trois mouvements 
sont dans le rapport constant des trois nombres 7, 33 et 10. 
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Les variations séculaires de l’excentricité de l’orbe lunaire, de son 
inclinaison a l’écliptique vraie et de sa parallaxe sont insensibles. 

Les siécles & venir développeront les grandes inégalités dont je 
viens de parler, et qui produiront, un jour, des variations au moins 
égales au quarantiéme de la circonférence, dans le mouvement sécu- 
laire de la Lune, et au douziéme de la circonférence, dans le mouye- 
ment séculaire de son apogée. Ces inégalités ne vont pas toujours 
croissant; elles sont périodiques, comme celles de l’excentricité de 
Vorbe terrestre dont elles dépendent; mais elles ne se rétablissent 
qu’aprés des millions d’années : elles doivent, a la longue, altérer les 
périodes imaginées pour embrasser a la fois des nombres entiers de 
révolutions de la Lune, par rapport & ses noeuds, & son apogée et au 
Soleil; périodes qui different sensiblement dans les diverses parties 
de l’immense période de |’équation séculaire. La période luni-solaire 
de 600 ans, dont l’origine est inconnue, a été rigoureuse a une époque 
a laquelle on peut remonter par l’analyse, et qui serait celle de sa for- 
mation, si l’on était certain qu’elle fat exactement déterminée. 

Déja les observations ont fait reconnaitre l’équation séculaire du 
moyen mouvement de la Lune telle, a fort peu prés, que je lai con- 
clue de la loi de la pesanteur universelle, et qu’elle a été employée 
dans les nouvelles Tables de la Lune, insérées dans la troisieme édi- 
tion de l’Astronomie de Lalande; mais on n’a point encore eu égard 
l’équation séculaire de son anomalie. Pour constater son influence sur 
les observations anciennes, j’ai prié le citoyen Bouvard de comparer a 
ces Tables toutes les éclipses que Ptolémée nous a transmises et celles 
que les Arabes ont observées, dont un grand nombre vient d’étre 
connu par les soins du citoyen Caussin, qui les a extraites, avec beau- 
coup d’autres observations, d’un manuscrit arabe tres intéressant 
d’Ibjunis. Ce travail du citoyen Bouvard, important pour la théorie 
de la Lune, ne laisse aucun doute sur l’existence de l’équation sécu- 
laire de l’anomalie. Son introduction nécessite un changement dans 
le mouvement de l’anomalie de la Lune : car il est visible que les 
astronomes n’ayant point eu égard au ralentissement de l’apogée, ils 
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ont du trouver, par la comparaison des observations modernes aux 
anciennes, son mouyement séculaire trop grand de quelques minutes, 
de méme qu’ils trouyaient le moyen mouvement de la Lune trop petit, 
lorsqu’ils ne tenaient point compte de son équation séculaire. En 
déterminant ces mouyements par l’ensemble des vingt-sept anciennes 
éclipses connues depuis longtemps, on trouve qwil faut augmenter de 
4’,7 par siécle le moyen mouvement synodique actuel de la Lune et 
de 849” le moyen mouvement séculaire de son anomalie. On peut 
voir dans la Connatssance des Temps citée que, avec ces changements 
et ’équation séculaire de l’'anomalie, les Tables satisfont 4 ces éclipses 
aussi bien qu’on peut l’attendre de imperfection de ces observations. 
Les mouyements séculaires de la Lune par rapport au Soleil, a 
ses necuds et & son apogée deyenant de jour en jour plus rapides, 
leur accélération doit se manifester dans les Tables astronomiques 
4 mesure qu’elles sont moins anciennes, et elle peut ainsi répandre 
des lumiéres sur le temps de la formation des Tables dont Vorigine 
est inconnue. Considérons sous ce point de vue les Tables de la Lune 
insérées dans l’Almageste de Ptolémée. Les époques et les moyens 
mouvements de ces Tables sont le résultat @’immenses calculs faits 
par cet astronome et par Hipparque sur les éclipses de Lune. Malheu- 
reusement, le trayail d’Hipparque ne nous est point parvenu; nous 
savons seulement, par le temoignage de Plolémée, qu’ Hipparque avait 
mis le plus grand soin a choisir les éclipses les plus propres a déter- 
miner les éléments qu'il cherchait a connaitre. Ptolémée, deux sitcles 
et demi apres, ne trouva rien a changer, par de nouvelles obserya- 
lions, au moyen mouvement de la Lune établi par Hipparque; il ne 
corrigea que tres peu les mouvements des nceuds et de lapogée : il y 
a donc tout lieu de croire que les éléments des mouvements lunaires 
des Tables de Ptolémée ont été déterminés par un trés grand nombre 
d’éclipses, dont cet astronome n’a rapporté que celles qui lui. parais- 
saient les plus conformes aux résultats moyens qu’Hipparque et lui 
avaient obtenus. 


Les eclipses ne font bien connaitre que le moyen mouvement syno- 
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dique de la Lune et ses distances & ses neeuds et & son apogée : on ne 
peut done compter que sur ces éléments dans les résultats de Pto- 
lémée : or cet astronome fixe & 70°37’ l’élongation moyenne de la 
Lune au Soleil, au commencement de l’ere de Nabonassar, 2 midi, 
temps moyen A Alexandrie; cette époque répond au 25 feévrier de 
année 746 avant Vere chrétienne, & 22"8™39°, temps moyen 2 Paris, 
supposé plus occidental qu’Alexandrie de 1551™21°. Les Tables du 
Soleil et de la Lune, insérées dans la troisieme édition de |’ Astronomie 
de Lalande, donnent 68°50/27” pour l’élongation moyenne de la Lune 
au Soleil a cette époque, sans avoir égard a l’équation séculaire de la 
Lune, et en partant du moyen mouvement lunaire actuel que Delambre 
a déterminé par un grand nombre d’observations de Dagelet, compa- 
rées a celle de Lahire. La difference 1°37’ 33” entre ce résultat et 
celui de Ptolémée indique évidemment |’équation séculaire de la 
Lune. Celle que j’ai tirée de la loi de la pesanteur universelle devient 
1°40’20” & la premiére époque des Tables de Ptolémée, ce qui donne 
70° 309/47” pour l’élongation correspondante de la Lune, suivant les 
Tables actuelles, en ayant égard & son équation séculaire, résultat qui 
ne surpasse que de 2’47” celui de Ptolémée. Si l’on augmente de 4’,7 
par siécle le mouvement synodique actuel, cette élongation devient 
70°37'54”, plus grande seulement de 54” que celle de Ptolémée. On 
ne devait pas espérer un si parfait accord, vu l’incertitude qui reste 
sur les masses de Vénus et de Mars, dont I’influence sur la grandeur 
de l’équation séculaire de la Lune est sensible : le développement de 
cette équation est une des données les plus avantageuses que l’on 
puisse employer a la détermination de ces masses, et l'accord que 
je viens de trouver confirme les valeurs que je leur ai assignées. 
L’accélération du mouvement de la Lune se manifeste encore dans 
les moyens mouvements des Tables de Ptolémée; elles donnent 
234° 19/55” pour Vexces du moyen mouvement synodique de la 
Lune sur un nombre entier de circonférences, dans l’intervalle de 
810 années égyptiennes. Le moyen mouvement synodique de nos 
Tables actuelles, augmenté par ce qui précede de 4’,7 par sitcle, 
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donne 235°3'15” pour cet excés, plus grand que le précédent de 
43/20". Ainsi l’équation séculaire de la Lune est prouvée a la fois 
par son élongation au Soleil & la premiére époque des Tables de 
Ptolémée et par le moyen mouvement synodique de ces Tables. 
Considérons présentement le mouvement de l’apogée. Ptolémée fixe 
l’‘anomalie moyenne de la Lune a 268°49’ pour la méme époque. Cette 
anomalie, suivant les Tables actuelles, était de 265°15’1”, plus petite 
que la précédente de 3°33’59’; cette difference augmente encore et 
devient 7°9/59’, en vertu de la correction que nous faisons au mou- 
vement séculaire de l’anomalie; l’équation séculaire de ce mouve- 
ment est done indiquée par cette différence. On a vu que cette 


43 
10 


equation est ** de celle du moyen mouvement et, par conséquent, 
de 7°11/26” & la premiére époque des Tables de Ptolémée, ce qui 
ne differe que de 1’27 du résultat donné par l’anomalie moyenne de 
ces Tables & la méme époque. 

L’accélération du mouvement de l’'anomalie se manifeste encore 
dans le mouvement de l’anomalie moyenne des Tables de Ptolémée; 
elles donnent 222°10'57” pour l’excés de ce mouvement, sur un 
nombre entier de circonférences, dans l’intervalle de 810 années 
égyptiennes. Les Tables actuelles donnent, en ayant égard aux cor- 
rections proposées ci-dessus, 224°59/33” pour cet exces, plus grand 
que le précédent de 2°48/36". Ainsi I’équation séculaire de l’ano- 
malie est prouyée a la fois par l’anomalie moyenne des Tables de 
Ptolémée & leur premiere époque et par le mouvement qu’elles sup- 
posent a cette anomalie. Je remarquerai ici que ce mouvement, 
quoique plus faible d’environ 20’ par siecle que celui qui résulte 
de la comparaison des observations modernes, est cependant plus 
considérable qu’au temps de Ptolémée. C’est la raison pour laquelle, 
malgré son accélération, les Arabes, et Tycho lui-méme, ont, a tres 
peu pres, adopté dans leurs Tables ce mouvement de l’anomalie, que 
les observations modernes ont forcé d’abandonner. 

Albatenius, l'un des plus célebres astronomes arabes, et tres exact 


observateur, corrigea les éléments des Tables lunaires de Ptolémée; il 
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trouva que le moyen mouvement synodique de ces Tables satisfaisait 
aux éclipses observées de son temps, c’est-a-dire environ 1620 années 
égyptiennes apres leur premiére époque, ou vers l’an 873 de Vere 
chrétienne; ces Tables donnent 323°2’12” pour l’élongation moyenne 
de la Lune au Soleil aprés cet intervalle. Les Tables actuelles donnent 
322°50'14” pour cette méme élongation, en augmentant de 4’,7 leur 
mouvement séculaire synodique : l’équation séculaire de la Lune est 
de 12’1” pour l’année 873; en l’ajoutant a l’élongation précédente, on 
a 323°2'15” pour cette élongation corrigée par ce qui précéede et par 
l’équation séculaire, ce qui ne differe que de 3’ du résultat des Tables 
de Ptolémée, et, par conséquent, des éclipses observées du temps 
d’Albatenius. Cet accord remarquable est une nouvelle confirmation 
de la valeur que j’ai assignée a l’équation séculaire de la Lune; ainsi 
cette équation est confirmée par les Tables de Ptolémée et par les 
observations d’Albatenius. 

Les résultats de ces deux astronomes étant fondés sur la compa- 
raison d’un tres grand nombre d’éclipses dont ils n’ont rapporté qu'une 
trés petite partie, on doit y avoir au moins autant de confiance qu’aux 
éclipses mémes qu’ils nous ont conservées, et avec lesquelles ces ré- 
sultats sont parfaitement d’accord : on peut donc en faire usage pour 
déterminer la correction séculaire du mouvement du neeud donné par 
nos Tables; car il est clair que les astronomes, n’ayant point eu égard 
a son équation séculaire ou a son ralentissement, ils ont du trouver, 
par la comparaison des observations anciennes aux modernes, un 
mouvement séculaire trop rapide. 

Ptolémée ne considere point séparément le mouvement des noeuds; 
il réduit directement en Tables la distance de la Lune au terme de sa 
plus grande latitude boréale, c’est-a-dire a la position de son noeud 
ascendant, augmenté de go®, suivant l’ordre des signes: il fixe cette 
distance 4 354° 15’ au commencement de l’ere de Nabonassar. Suivant 
nos Tables, cette distance devait étre de 352°45’19’, sans avoir égard 
aux équations séculaires; mais l’équation séculaire du nceud étant 4 
de celle du moyen mouvement, l’équation séculaire de la distance de 
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ia Lune au terme de sa plus grande latitude est 4 de celle du moyen 


mouvement, et par conséquent elle était de 30’6” & la premiere 
époque des Tables de Ptolémée. En V’ajoutant & 352°45'19", on a 
353°15'25” pour la distance de la Lune au terme de sa plus grande 
latitude boréale suivant nos Tables, et en ayant égard aux équations 
séculaires, cette distance est plus petite de 59/35”, que suivant Ptolé- 
mée, ce qui indique que le mouvement séculaire du noeud de nos 
Tables est trop grand d’enyiron 2’20’. 

Albatenius trouya, par les éclipses observées de son temps, qu'il 
fallait diminuer de 27’ la distance de la Lune au terme de sa plus grande 
latitude boréale conclue par les Tables de Ptolémée. 1620 années 
égyptiennes apres l’époque de ces Tables, elles donnent 116°40'47” 
pour cette distance, qui, par les observations d’Albatenius, n’était 
que de 116°13/47”. A cette dernivre époque, cette distance était de 
115°43'14" suivant nos Tables, et en ayant égard aux équations sécu- 
laires de la Lune et de ses neeuds. La différence 30/33” divisée par 
8,67, nombre des sivcles écoulés entre cette époque et 1750, donne 
330" pour la correction du mouvement séculaire du noeud de nos 
lables, correction plus grande de 1’10” que celle qui vient d’étre dé- 
terminée par les Tables de Ptolémée. La moyenne entre ces deux cor- 
reclions est 255”: c’est la quantité dont il me parait qu'il faut dimi- 
nuer le mouvement séculaire du neeud de nos Tables lunaires. 

Un sitcle apres Albatenius, [bjunis, non moins exact obseryateur, a 
rapporté dans le manuscerit dont j’ai déja parlé un grand nombre 
(Véclipses observées par les Arabes et par lui-méme, et que le citoyen 
Bouvard a comparées & nos Tables. En les réunissant aux vingt-sept 
eclipses anciennes qu'il avait préecédemment calculées, il en a conclu 
que la correction du mouvement de l’élongation de la Lune au Soleil, 
donné par nos Tables, est insensible, et que la correction du mouve- 
ment séculaire de l’anomalie est de 8’5’. 

Les Tables d’Ibjunis, qui sont & la Bibliotheque nationale, donnent 
pour l’an 3go de l’hégire, ou, ce qui revient au méme, pour le 30 no- 
vembre de l’an 1000, que l’on peut considérer comme l’époque de leur 
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formation, l’élongation moyenne de la Lune au Soleil, & midi, temps 
moyen au Caire, égale & 15°55’16’, et l’'anomalie moyenne de la Lune 
égale & 339°51’21”. Les mémes quantités, suivant nos Tables, et en 
ayant égard aux équations séculaires du moyen mouvement ct de 
lanomalie, sont 15°56’28” et 340°40’, 25”. La différence entre nos 
Tables et celles d’Ibjunis est done 1/12” & l’égard de l'élongation 
moyenne, ce qui est tres peu considérable; elle est de 49/4” a l’égard 
de l’anomalie moyenne. En la divisant par 7, nombre des siécles 
écoulés entre 1000 et 1700, on a 7’ pour la correction du mouvement 
séculaire de l’anomalie de nos Tables. Enfin les éclipses observées par 
Tycho et ses Tables donnent une plus forte correction. 

Pour assurer encore plus l’existence des équations séculaires de la 
Lune, j’ai prié le citoyen Bouvard de comparer a nos Tables un grand 
nombre d’observations de la Lune de la fin du dernier siécle et de 
celui-ci : je ne rapporterai ici que ce qui concerne |’équation séculaire 
de l’anomalie, la plus considérable des trois, et a laquelle on n’ayait 
point encore eu égard. La méthode la plus exacte et la plus simple de 
corriger l’anomalie consiste 4 comparer aux Tables un grand nombre 
de lieux de la Lune, observés avec soin dans l’intervalle d’un petit 
nombre d’années, et dans lesquels la Lune n’était qu’a 30° ou 4o° de 
distance de son apogée ou de son périgée; on détermine Perreur 
moyenne des Tables, soit dans les observations apogées, soit dans les 
observations périgées, et l’on retranche la seconde de la premiére de 
ces erreurs. On fait varier l’anomalie des Tables d’un méme nombre 
de minutes dans chaque observation, et l’on détermine, dans cette 
supposition, la différence des erreurs des Tables dans les observations 
apogées et périgées; une simple proportion fait connaitre ensuite la 
vraie correction de l’anomalie des Tables, correction qui se rapporte 4 
l’époque moyenne entre celles de toutes les observations; il est facile 
d’en conclure la correction de la longitude moyenne de la Lune, cor- 
respondante ala méme époque. La difference des corrections de l’ano- 
malie des Tables, a deux époques éloignées, donne la correction du 
mouvement de l’anomalie dans cet intervalle, en ayant égard 4 la dif- 
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ference correspondante des équations séculaires; on a, par consé- 
quent, la correction du mouvement séculaire de cette anomalie. C'est 
ainsi que le citoyen Bouvard a comparé aux Tables un grand nombre 
d’observations du dernier sivcle et de celui-ci, en ayant soin de consi- 
dérer & la fois autant d’observations apogées que d’observations pért- 
gées. Voici les résultats qu'il a trouvés. 

Cent soixante-huit observations de Bradley, faites en 1750, 1751, 
1752, 1753, 1754, 1755, 1756, et dont l’époque moyenne répond au 
17 décembre 1752, ont donné — 4’,6 pour la correction de la longi- 
tude moyenne, et —17”,9 pour la correction de l’anomalie moyenne 
des Tables. 

Quarante-huit observations de Maskelyne, faites en 1784 et 1785, et 
dont I’époque moyenne répond au 6 mai 1784, ont donné — 18",3 
pour la correction de la longitude, et + 2’19’,6 pour la correction de 
l’anomalie moyenne, 

Soixante observations de Maskelyne, faites pendant les années II et 
III de Pere francaise, et dont ’'époque moyenne répond au 28 vendé- 
miaire de lan Ill, ont donné —18’,8 pour la correction de la longi- 
tude et + 3’20’,9 pour la correction de l’anomalie. 

On yoit évidemment par ces résultats que le moyen mouvement de 
l'anomalie doit étre augmenté. Les observations de Bradley, compa- 
rées 2 celles de Maskelyne, des années II et II de Vere francaise, don- 
nent enyiron 7’ pour cette correction. Mais, comme Il’influence des 
equations, ou négligées dans les Tables, ou susceptibles encore de 
corrections, est d’autant plus grande que les époques des observations 
que l’on compare sont plus rapprochées, le citoyen Bouvard a bien 
youlu, 8 ma priére, discuter un grand nombre d’observations de Flam- 
steed. Il en a choisi soixante-quatre faites au quart de cercle mural, 
dont il a déterminé la déviation & toutes les hauteurs. Dans chaque 
observation, la Lune a été comparée, soit en ascension droite, soit en 
déclinaison, & plusieurs étoiles dont la position a été bien déterminée 
pour 1750 par Bradley, Mayer et Lacaille. Pour avoir la position de 
ces étoiles a l’époque des observations de Flamsteed, le citoyen Bou- 
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vard a pris un milieu entre les déterminations de Bradley, Mayer et 
Lacaille, pour 1750, et entre celles de Maskelyne, Delambre et Zach, 
pour 1790; ensuite, au moyen du mouvement de ces étoiles dans |’in- 
tervalle de ces quarante ans, il les a rapportées, par une formule 
exacte et fort simple, a l’époque des observations de Flamsteed. Vu 
la precision des observations modernes et l’accord des divers astro- 
nomes que je viens de citer, entre eux, ce moyen parait préférable a 
celui d’employer le Catalogue de Flamsteed. L’époque moyenne des 
soixante-quatre observations de cet astronome, discutées par le ci- 
toyen Bouvard, répond au 18 avril 1691; elles donnent — 14’,3 pour 
la correction de la longitude de la Lune, et — 5’21’,7 pour la correc- 
tion de l’anomalie moyenne. En les comparant aux observations pré- 
cédentes de Bradley, on trouve 8’o” pour la correction du mouvement 
séculaire de l’anomalie des Tables; en les comparant aux dernieres 
observations citées de Maskelyne, on a 7’45” pour cette correction. 

Enfin, parmi les quarante-deux observations de Lahire, que Bailly 
a rapportées dans les Mémoures de l’ Académie des Sciences pour 1763, 
il s’en trouve vingt-deux qui peuvent servir & notre objet, et dont 
’époque moyenne répond au 1 octobre 1784. Le citoyen Bouvard les 
ayant comparées aux Tables, elles lui ont donné — 6’1”,5 pour la cor- 
rection de l’'anomalie moyenne. En les comparant aux observations de 
Maskelyne des années IJ et Ill de Vere francaise, on trouve 7/53” pour 
la correction du mouvement séculaire de l’anomalie des Tables. Je dois 
remarquer ici que Bailly avait déja reconnu, par ces observations, 
quil fallait avancer d’environ 5’ le lieu de l’apogée des Tables lunaires 
a leur époque. 

Si l’on prend un milieu entre les résultats donnés par les observa- 
tions anciennes et modernes, on yoit qu'il faut augmenter d’environ 
8’+ le mouvement séculaire de l’anomalie de nos Tables, dont on peut 
fixer a 3’20” la correction pour le commencement de l’an HI de Vére 
francaise. En augmentant ensuite cette correction d’une demi-seconde 
par mois pendant les dix années suivantes, on aura les corrections 
correspondantes dans lesquelles I’équation séculaire de l’anomalie se 
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trouvera comprise, et l’on sera ainsi dispensé d’y avoir égard dans cet 
intervalle. On yoit encore qu’il faut diminuer de ro’ l’époque de la 
longitude moyenne pour l’an II. Quant au moyen mouvement des 
Tables, les observations de Bradley, comparées & celles de Maskelyne, 
semblent y indiquer une diminution; mais les observations de Flam- 
steed, comparées & celles de Maskelyne, ne portent cette diminution 
qu’a 4”,5 pour un intervalle de cent trois ans, ce qui est insensible; 
ainsi, en attendant qu'une plus ample discussion des observations ait 
éclairci ce point de la théorie lunaire, on peut conserver le mouve- 
ment séculaire des Tables. C’est en partant de ces corrections et en 
supprimant des Tables lunaires, ainsi que l’a fait dans les caleuls 
cités le citoyen Bouvard, l’équation (XVIII) dépendante de la longitude 
du noeud de la Lune, équation qui n’est point donnée par la théorie, 
que lon caleule présentement les lieux de la Lune pour la Connais- 
sance des Temps de Van XII; et je dois observer que les Tables ainsi 
corrigées représentent toutes les observations modernes avee un 
accord trés remarquable, et qu’elles reprennent ainsi toute l’exacti- 
tude qu’elles avaient relativement aux observations du milieu de ce 
siecle, et qu’elles commencaient & perdre; en sorte que la précision de 
ces Tables, jointe a celle des instruments avec lesquels on observe a la 
mer les distances de la Lune au Soleil et aux étoiles, laisse maintenant 
tres peu de chose a désirer pour la perfection de la théorie des longi- 
tudes. 

L’incertitude que les obseryations laissent sur le mouvement sécu- 
laire de la Lune, et qui me parait tenir, en partie, a celle qui reste 
encore sur le mouvement des équinoxes et sur le mouvement propre 
des étoiles, fait désirer que les astronomes comparent, le plus souvent 
qu il sera possible, les différents corps du systéme solaire les uns aux 
autres et au Soleil. On sait que les moyens mouvements du Soleil et 
des planétes sont invariables; les observations de leurs conjonctions 
ou de leurs oppositions mutuelles et celles de leurs élongations res- 
pectives feront connaitre les rapports de ces mouvements, directe- 
ment et indépendamment des mouvyements des équinoxes et des 
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étoiles. C’est ainsi que les mouvements de la Lune, par rapport au So- 
leil, & son apogée et & ses neeuds, sont donnés directement par les 
éclipses. On ne peut donc trop recommander ce genre d’observations 
aux astronomes. 

Lorsque la cause de l’équation séculaire de la Lune était inconnue, 
on avait imaginé diverses hypotheses pour l’expliquer. Le plus grand 
nombre l’attribuait & la résistance de l’éther; la transmission succes- 
sive de la gravité me paraissait offrir une explication plus naturelle 
de ce phénomeéne; mais alors on n’avait reconnu par les observations 
que l’accélération du moyen mouvement de la Lune. Maintenant que 
le ralentissement des mouvements de son apogée et de ses neeuds est 
bien constaté par les observations anciennes et modernes, il faut que 
la méme cause explique a la fois et ce ralentissement et l’accélération 
du mouvement lunaire; or on verra ci-apres que la résistance de 
’éther accélere le moyen mouvement de la Lune, sans altérer ceux de 
son noeud et de son apogée; la méme analyse conduit au méme résul- 
tat, relativement a la transmission successive de la gravité. L’équation 
séculaire de la Lune n’est donc point l’effet de ces deux causes; et, 
quand méme sa cause serait encore inconnue, cela seul suffirait pour 
les exclure. C’est ainsi que les phénoménes, en se développant, nous 
éclairent sur leurs véritables causes. Les trois équations séculaires 
des moyens mouvements de la Lune, de son apogée et de ses neeuds, 
satisfaisant exactement aux obseryations, il en résulte que la résistance 
de ’éther et la transmission successive de la grayité n’ont produit 
jusqu’ici aucune altération sensible dans les mouvements des corps 
célestes, carsi elles avaient quelque influence sur l’équation séculaire 
du moyen mouvement de la Lune, elles la rapprocheraient de l’équa- 
tion séculaire du mouvement de son apogée, et l’éloigneraient de celle 
du mouvement des neeuds; en sorte que ces trois équations ne se- 
raient point dans le rapport constant des nombres ro, 33 et 7, rapport 
que donne la loi de la pesanteur, et que les observations confirment. 
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i 


Soient x, y, = les coordonnées du centre de gravité de la Lune, rap- 
portées au centre de la Terre; soient 2’, y’, 3’ celles du Soleil, rappor- 
tees & la méme origine; soit S la masse de cet astre, la somme de 
celles de la Terre et de la Lune étant prise pour unité de masse; enfin 


désignons par R la fonetion 


S S (ava! + yy'+ 33") 


V(2' —2)?+ (y'— y)*+ (2'— 3)? (xlt y+ 3? 
La différentielle de R, prise par rapport a x et divisée par dx, expri- 
mera la force perturbatrice du mouvement lunaire, parallelement a 
l'axe des a; on aura done, par les principes connus de Dynamique, 
en regardant |’élément dé du temps comme constant, 
Pm x OR 
dt ; 


on aura pareillement 


ay + Mig ont, kt 
dt (wtp yy a) oy 
d*s pd bible dicho On 
» Si a ‘ 
dt (at v2 3)2 Oz 


C’est a lintégration de ces trois équations différentielles que se 
réduit la détermination du mouyement lunaire. Ces équations don- 
nent les suivantes, dans lesquelles aucune difference n’est supposée 
constante : 


xzdy—ydz “ OR On 
( d ole PUNT Ai t4 --- ey het 
a) dt (2 oy J “ie sats 


tds—z2ax ydz—ady 
liialiRld (sihdibie dialed” eal 
ail Rm OR aR aR 
: Odi MOBI itacok) Ws Acie RH 
| = x dt ys Fe yay Os =) 
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Transformons les coordonnées en d’autres plus commodes pour les 
usages astronomiques, et, pour cela, nommons ¢ l’angle que fait avec 
axe des x la projection du rayon vecteur de la Lune sur le plan fixe 
des aw et des y. Soient - cette projection, et s la tangente de la latitude 


de la Lune au-dessus de ce plan; on aura 


cosyv sine s 
Pe Serescees > Saad 5) YR StS 


u ul ll 


Kn marquant d’un accent, pour le Soleil, les lettres ¢, uw et s, on aura 


fn SORC sin’ s 
2 a > == > Bi Sees 
u' d we u 


4 


On aura ensuite 


dy 
d’ailleurs, ona 


OR OR OR OR OR OR 
ae on per goa a ce Qo + Gy &: 


ee ay : ¢ é I 
L’équation x? + y? = — donne 


wu? 
du==— u*(adz+ydy); 


celle-ci, tangy = Y, donne 
a 
dy=u?(xdy—ydz); 
enfin, ’équation s = ws donne 


ds = uds— zu*(xdx+ydy); 


on a done 


OR OR OR: 4. OR von = ey 
ai da + Oy dy + on ds =— ws (wdex +ydy)+u oe (edy—ydx) 


a # [uds— ws(xrxdx+ ydy)]; 


208 MEMOIRE SUR LES EQUATIONS SECULAIRES 


d’ou l'on tire, en comparant les coellicients de dx, dy, ds, 


OR or ; 2 OK sin eee 
— ——2 ee = LSU ie 
Mee hg noe te a 
oF —yu 3 + ru 7 Su 0 
OR » oR 

ds as? 


ona done 
c6— —- ¥ — SS 
oy J Ox av? 
l’equation (a) devient ainsi 
de oR 


wdt ov - 


. ' : = ae 2dv id Uta eet 
Cette nouvelle équation, multipliée. par “ag ®t ensuite integreec, 


donne 


dy 
- . eraser errenenaeh- 
2 / ya "OR dev 
u Vi hn 4, a mj 


A étant une constante arbitraire. On en tirera le temps ¢ en fonction 


(d) dt 


de ¢; mais il sera plus simple de faire usage de l’équation 


d*t Q adudt OR de 


= ey tS. ss ae Ss u? = pie ibd 
dy? udy? av dy’ 


(e) o= 
que l’on conclut de la précédente, en supposant dv constant. 
Si l’on substitue la valeur de d¢ dans les équations (6) et (c), et, au 


; OR AR OR Per 
lieu de a, y, 3, 55% Bias leurs valeurs; elles donneront, en faisant 


dev constant, 


(f) o= (Fru) (1242 "OR a) +s) 2 OR s OR OR du 


= = ee ce Te SG ae ee eR 
Ov Ww Ou u Os Ov urdy 


(g) o= (Fats) (wars OR dv) s OR 14s? OR AR ds 


ov u? u ou uw as ov wdy 
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if 
Développons la valeur de R. Elle devient 
= Su | = 3 [uu' cos(v — ¢’) + wu'ss'’ — Fu (1+ s?)/? 
Vie 2 (is Ful 
5 [uu' cos(¢ — 9’) + uu'ss'— bu? (1+ s*)]? tee Lee ee 
2 (i + s'?)? ue ase seu} 


On peut, dans la théorie lunaire, s’en tenir a ces termes; on peul 


méme, dans les termes multipliés par wv‘, négliger les carrés et les 


produits des et de s’: on aura ainsi, en ordonnant l’expression de R 


par rapport aux puissances de w’, 


Siz’ Suis 


= -[1+3 cos(2¢—2¢’)+12585' cos(v—e') 
12 5 
Vis 4u?(1+ s!?)? 


S u* ; as 
+ ————~ [3 cos(e — o') + 5 cos(3 9 — 3¢’)]. 


8u' (1+ 5/2)? 


wl 


Il suffit, dans la recherche qui nous occupe, de considérer les 


termes multipliés par wv’, ce qui donne 


oR SOR Su’s / : 
tegen : 5 [1+ 3 cos(2%— 29’) + 6ss'cos(v—o’) — 25" ], 
; j 2us(1-+ s’*)? 
MR ayeyiy : . 
9 = ; [sin(2¢— 29’) + 2ss' sin(e— o”)], 
: 2u?(1-+- s'?)? 
on Su’ 
ios ———— [s — 3s’ cos(v — 0’) +5"s]. 


u? (1+ s/?)? 


Pour développer ces valeurs en sinus et cosinus d’angles proportion- 


nels a ¢, il faut déterminer wu, uw’, ¢’, s et s’ en fonctions semblables. 


Pour cela, nous observerons que, si l’on suppose R nul dans les équa- 


OEuvres de L. — XI. 


27 
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tions différentielles de l'article précédent, elles deviennent 


2 2 ’ 
d?u I d’s dv | 
oS + u > = 5 a = Sy dt — FD 
dy? dv hu? 


3 
A?(1 + s?)? 
(ou lon tire, en intégrant, 


I > 
= ———. |Vi1+8—ecos(v—o 
? A?(1+ 58 LV ( )I, 


s =Asin(v— 9), 


e, o, A et 9 étant quatre constantes arbitraires, dont la premiére 
exprime, Aa trés peu pres, lexcentricité de Vorbite; la seconde 
exprime la longitude de l’apogée; la troisitme exprime la tangente ° 
de Vinelinaison de l'orbite au plan fixe, et la quatrieme exprime la 
longitude du neeud ascendant. Le demi grand axe de l’orbite, que 


nous désignerons par a, sera, en négligeant les quantités de Vordre A‘, 


h? (1+ 22) 


l— € 
a. . dv aie ; 
L’équation dt = ——~ donnera, en lintégrant et en supposant, pour 
| 
hut e 
. @ 4ens ! 
plus de simplicité, — =n, 
a* 
nt+¢—v+ 2esin(v —m) + e*sin(29— 20) + 4A? sin(2vy— 20)+.... 


Cette valeur de né-+-< suppose Vellipse lunaire immobile; mais on 
sait qu’en vertu de la force perturbatrice ses neeuds et son apogée sont 
en mouvement: alors, en désignant par (1 —c)¢ le mouvement de 
apogee, et par (g —1)¢ le mouvement rétrograde de ses noeuds, on 


aura, pour premiéres yaleurs approchées de nt + ¢ et de u, 
nt+-e=v-+ 2esin(cvy — ow) + fe*sin(2cv — 20) + 12? sin(2 gv — 26), 


w= ——— | r+ 1}? 


e cos(cvy — w) — t/* cos(2g0 —29)]. 


Sil’on marque d’un accent, relativementau Soleil, les quantités rela- 
lives a la Lune, et si, pour plus de simplicité, on prend d’abord pour 
plan fixe celui de l’orbite solaire, ce que l’on peut faire, vu la lenteur 
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des variations de ce dernier plan, on aura 


n't + e'= o'+ 2e'sin(c’o'— o') + 2e? sin(2c'v'— 20’), 
I 


u' = aig 2s [1 — e’cos(c'r'— o')]. 


Lorigine du temps et celle de l’angle ¢ étant arbitraires, nous pou- 
I 


. i . 
vons supposer ¢ et ¢’ nuls, et alors, en faisant — = m, la comparaison 


des valeurs de né et n't donnera 


y+ 2e'sin(c’¢’— wo’) + 24e” sin(2c'o'— 20’) 


= mye + 2me sin(cvy — w) + ?me? sin(2cvy — 20) +}mi?sin(agv — 29); 
d’ot lon tire, en observant que c’ est trés peu different de l’'unité, 


p' = me + 2me sin(cy —B) + me? sin(2cv — 2m) + tm? sin(2 ge — 29) 
— 2e’sin(c’my — ow’) — 2mee'sin(cy + c'me —wo — wv’) 
— 2mee'sin(ce —c'my -B+ 0’) 


+ 2e" sin(2c’my —20'), 


On pourra, au moyen de ces yaleurs de wv’ et de ¢’, développer les dif- 
férents termes de l’expression de R en séries qui seront tres conyer- 
gentes, a cause de la petitesse de m et du peu d’excentricité de lorbe 
terrestre; c’est en cela que consiste le principal ayantage de la mé- 
thode qui coordonne les séries de la théorie lunaire par rapport aux 
sinus et aux cosinus d’angles proportionnels a ¢. 


Ill. 
Pee Sa?(1— 2s? oR 5 OR 
Considérons le terme eaehbaest LE de l’expression de — “- — = —. 
Ou u“ Os 


2u?(1-+- s!*)? 
Nous ne conserverons dans le développement de ce terme, parmi les 
quantités de l’ordre des carrés et des produits des excentricités et des 
inclinaisons des orbites, que celles qui sont constantes et celles qui 
sont multipliées par les sinus ou cosinus d’angles dans lesquels le 
coefficient de ¢ differe peu de lunité. Ces derniéres quantités crois- 
sant beaucoup par l’intégration de l’équation differentielle (g) de l’ar- 
ticle I, les termes du méme ordre dans lesquels le coefficient de ¢ est 
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tres petit croissent beaucoup par l’intégration de l’expression diffe- 
rentielle du temps ¢; mais ils n’entrent dans le développement de R 
qu’autant quils affectent l’angle o’, et alors ils sont multipliés par m, 
ce qui les rend fort petits; en sorte que l’on peut les négliger sans 
erreur sensible. Enfin nous conserverons les termes multipliés par 
e*ecos(cv — a), parce que de ces termes dépend l’équation séculaire 
du mouyement de l’apogée. Nous aurons ainsi, en supposant, comme 


ci-dessus, s’ nul, 


S u'3(1 — 25/2) Sa’ : y 38a’ 
- ~ == —— (1+ $e? — 32?) + —(1-+ Se?)ecos(cv —@) 
; a\s a 2 na 3 
2 uw? (1+ 57)? 
2C ~3 FT 
Sa 3—am 
— 3 | e’cos(e my — tw’) +- ——— ee'cos(cv —c'my —B+ 0’) 
2a 2 
a : 
3+2m , ; ; 
+ ——ee'cos(cv-+c'my—d—d')}. 
2 


Nous avons observé qu’il est indispensable de porter, dans ces 
recherches, approximation jusqu’au carré de la force perturbatrice ; 
or la valeur de w acquiert dans une premiére approximation, et en 
n’ayant égard qu’a la premiere puissance de cette foree, une suite de 


termes que nous désignerons par éu, et qui est de la forme suivante ; 


Qo gm 


du = —— + — cos(27 — 2mpe) 
a a 
Qe 
+ ——ecos(2"—cv —2amv+o) 
a 
O 3 : x ; 
+ ——e’cos(c’my — d’) 
a 
()(») 


+ —ee'cos(cvy—c'my —o +90’) 
a 


Qe) 
+ ~— ee'cos(cvy+c'my—w—v’) 
a 


Qi a 
— ee'cos(27 —cv —2me+cme+ou—o') 


a 


pay 


7 


os aan ee'cos(2v —cv —2mv—c'me +040’) 
c 


RP AAAS © OWS 6 EAS DR BLE 2 90s 4 en wwe wie, ee pn ir oe Le 


Il nous suffit de considérer les termes précédents, parmi lesquels 
ceux qui sont multipliés par e acquierent de grands diviseurs, en 
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vertu de l'intégration de l’équation différentielle en w. Cela posé, sil’on 
13 , , 38u du 
; prendra l’accroissement — aa aa 


Nous ne conserverons dans le développement de ce terme que les 
quantités multipliées par ecos(cy — a), et, parmi celles-ci, il suffira 
de considérer celles qui sont multipliées par Q, Q®, Q®, ..., le 


Su 


N 
augmente u de ou, le terme a 


terme Q” n’acquérant point de grands diviseurs par les intégrations. 
Su’ 


Nous aurons ainsi, pour le terme di a la variation de oe? 
98a “ 
~—, (QM + Q® )eecos(ce — ow). 
fat \Q phen ( ) 


¢ subit encore une variation dans ce terme, & raison de l’expression 
du temps en fonction de l’angle ¢; mais, cette derniére variation étant 
multipliée par m dans l’expression de ¢’, nous pouvons la négliger ici. 
On verra ci-apres que Q“ et Q” sont & fort peu pres égaux et de signe 


contraire, ce qui rend & peu pres nul le terme précédent; d’ow il suit 
Su’ 
2 


que la variation de ne produit aucun terme sensible, multiplié par 


e ecos(cy — ). 
IV. 


9a 


; . 38 u 
Développons maintenant le terme — 


2u? 
orn s OR 
Ou u Os 
trouvées dans l’article H, on trouvera, apres toutes les réductions, le 
ul 38a 


3Su BR oy. ; rh ee 
terme ——4- cos(2” — 20) égal au produit de => par la quantit 


13 } ; 
cos(2¢ — 2¢’) de l’expres- 


sion de - En substituant pour u, wv’ et ¢’ leurs valeurs 


(1 — $e”) cos(29 — 2m) — Ze'cos(2v — 2me — c'me +B’) 


-+te’ cos(2°—2my+c'my —o’') 


3) m 

+ SEAM (1 — $elt)ecos(2e — 2mv —cv +B) 
3—4m k 

a - (1 — $e” )ecos(2v— amp +cvy —DB) 


21(I-+- 27m 
-- ie a ee’ cos(2v — 2mv—cv—c'mv+u0+') 
4 


3+ 2m 
_ —___ ee'cos(29 — 2mv — cv + c'my +50 —D’) 
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En nommant éu, du’ et dv’ les variations de uw, w' et ¢’, dues 4 la force 
perturbatrice, nous aurons, pour l’accroissement du terme préce- 
dent, 


gSudu 


Ot pe) Se 
gSu?ou 
— cos(2¢ — 29’) + ——__— 


cos(2” — 29") 


2u* 2u 


3Su'dp! , oy 
———_——— SINn( SP — 2" ). 
i us ( 


Les deux derniers termes de cette fonction peuvent étre négligés ; 
car, quoique dans les expressions de dw’ et de de’, les inégalités du 
mouvement lunaire soient comprises, cependant, comme elles y sont 
multipliées par m, elles perdent les grands diviseurs qu’elles avaient 
acquis par les intégrations. Quant au premier terme, en n’y conser- 
vant que ce qui est multiplié par ecos(cy — a), on trouve qu'il se 
réeduit a 


gsaé 


Tare Ut Fe!#) (QM+ 4QM) + $e# QO — Fe*QM]e cos(cy —w). 


Développons semblablement le terme 

du 
382% —— 
OR du ? dv atny ai 
on arene — ———  sin(2v— 29’), 
O° wurde 2u* 


Ce terme est égal, & tres peu pres, a la différentielle de 


Fe 
—— sin(2"— 29’), 
2u° 


prise par rapport a o et divisée par do, en supposant w’ et ¢’ constants; 
or on ale développement de Be sin(2¥— 29’) en changeant les co- 
PT é 
sinus en sinus dans le développement précédent de 
Su? 


a cos(2¥— 29’), 


et la condition de w’ et de 9’ constants sera satisfaite, en ne différen- 


tiant point les termes de ce développement, multipliés par me. On 
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soa” ee 
6 17.2% aAYV ..« . ; ; 
aura ainsi le terme — ——,— sin(2» — 29’) égal au produit de 
ZU" ° 
38 a3 408 
— Fae par la quantité 


(1 — $e” )ecos(2» —2mv—cv +b) 


—fee' cos(27—2me— cv —c'my+ou4+ 9’) 


+ tee’ cos(29—2my—cv+c'mep+u5—Bd’') 


La variation de ce terme, due aux forces perturbatrices, est, & tres 
peu pres, 


ar ht? if 

Sa * - 6Sudu— 
ae dy. 

— ———_ sin(2” — 2’) + ———__——_ sin(2v— 29’); 
2u* a> 
elle produit le terme 
38a? , ‘ . 
+ ee — $e") [(2 —am—c)Q?) + 8(1—m)Q'] 


+4t(2—m —c)e?Q') — 1(2—3m—c)e? QM! ecos(ce —w). 


VI. 


: Grey, OR de 
Considérons enfin le terme 2 7 ok 38 | 


Ce terme développé devient 


cos(2" — 2m) 


meal ap 5 f2 
38a‘ [1— ze 
a> | 2—2m 


a(t i= et 
te Shea )C z Leinatae 2my —cv +B) 


Dae Of fie oh 6 


(2+ m)ee’ 
2(2—m—c) 


cos(2~9 —2amy —er+c'mp +o0—d’) 


(2+ 3m) 7ee’ ) , 
. ~cos(2" —2my —cy —C’'mvy+o5+0') 
2(2—3m—c) 


La variation de ce terme, que l’on obtient, & fort peu pres, en y 
substituant w+ du au lieu de uw, produit le terme 


- 


+ 
—[(1 — $e?) Q() + Le? QS) — Fe? Q™]e cos(cvy —@). 
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Vil. 


Reprenons, cela pose, l’équation différentielle (/) de article I. S 


l'on néglige la force perturbatrice, ona 


3 


Cu “a (rep sto? 
w= —_ 
dv? he 4 


et si, dans l’expression de dw, on ne considére que les termes dans 
lesquels le coeflicient de ¢ est peu different de Punité, ona, a fort peu 


pres, 


-3 
d*t = dv vo ee ry PREM OT aie. 
Le terme (=> + —— —, se réduit ainsi & ——, as 

ae s* h? ov u 


léquation différentielle es feel ainsi 


- -u— Vesa} - <2 (1+ e? + $A? + $e”) 
a Lp feta(r-+-am)(1— ger) Qu 942M Fe (, — $e'?)Q0) 
me he. 7 as e!2 QS) PEC Bes erg e cos(ce — wm) 
=~ = e ‘cos(c'’me — ow’) + — ee'cos(cv — c'my — B+’) 


3+-am_ , 1 
pe edaret ee cos(ev-+ c’mve —w —D’) 


3Sa2? 2—m : 
> ——— (1— $e") cos(2¢ — amp) 
2a 1—m a 


3$a* [ 4(1+m) ; 
ve —— I-- 27 ————— 1— 5e’2)ecos(2v— 2myv — cy 
2a° | 2 a7 ( 2 ) ( +o) 
38a? [i+m 2+m , ( : ; 
ie re tp Se. Sa eae oe ee COS( 2” — 2mv — cv cme D—D 
2a 2 2—c—m ei ep ) 


o1Sa*fit+3m 2+3m } ‘ > 
Bic EM eRe ee ee’ Cos(2°-—2mep—cy—c'’mve+ou+o') 


ae ee eee ee ee es ee ew ee ot a ee a a te Bn oe es a ee 
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Nous avons négligé, dans cette équation, les termes multipliés par 
e* cos(cey — a) ou par A? ecos(cy — a), quoique nous ayons conservé 
ceux qui sont multipliés par e?ecos(ce — a), et dont dépend I’équa- 
tion séculaire de l’apogée; mais on verra ci-apres que e et A peuvent 
etre supposés constants, au lieu que l’excentricité e de l’orbe ter- 
restre est variable. Nous ne conserverons, dans le développement de 


(1+ 8°), que la partie constante, qui est & tres peu pres égale A 
1— +A’, la‘considération des autres termes de ce développement étant 
inutile ici. La valeur que nous avons supposée & wu + éu deyvient ainsi 


— (1— 22?) — ; cos(cv — ow) 


Ine 
Qo Qe 
a +— cos(29—2mp) 
a a 
Q¢) 
ie cos(2"9 —2my—cv +o) 
QO) 
saga e’ cos(c'’my — a’) 
Qe ) 
a ee’ cos(cv —c'my —B+ 0D’) 
Q&) 
+ +—ee'cos(cvy +c'my—oa— a’) 
a 
QQ.) 
= ee' cos(2” — 2mv —cv + 0—-D’) 
a 
QO” 


+ ——ee'cos(2" — 2myp — cv — c'me 4+-B + 0’) 
a 


En la substituant pour wu dans l’équation différentielle précédente, on 


aura d’abord 
C= Ay 


A . (4 7 “ Siarey 
« étant le coefficient de = cos(ce —o) dans cette équation différen- 
tielle. On aura ensuite 


Sa 
Q0) = — — (1+ e +42?+ $e”), 


~ 2q' 


38a’ (2—m)(1—§ 
2a’ (1—2m)(3 —2m) 


Qe) — 


OEuvres de L, — XIl. 23 


e!*) 
(1— 70) 
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Pour déterminer avec précision les valeurs de Q®, Q”, ..., nous 
observerons que les coefficients de ¢, dans les angles dont elles mul- 
tiplient les cosinus, sont peu différents de Tunité. Soit done, en 
général, 

Q 

— COs pr 

a Fe 
un terme de éw, dans lequel p différe peu de l'unité. Puisque la sub- 


stitution de 


1 
—[1— ecos(cr — 
ah ecos(cry — w)] 


pour uw, dans les différents termes de l’équation différentielle (/) de 
l'article premier, a produit le terme 


ae 
— cos(cy — @) 


dans l’équation différentielle précédente; la substitution de 


Fe 
‘ [1 — ecos(cv —w) + Qcospe] 
: 


ajoutera, & trés peu pres, & la méme équation, le terme 


Q 
— — cospe 
a ae 
du moins en n’ayant égard qu’a la premiere puissance de la force per- 
turbatrice, et cela sera d’autant plus exact que p différera moins de c. 
Nous deyons done ajouter ce terme au second membre de cette équa- 
tion; d’ot il suit que si y cospe est le terme dépendant de py, dans son 


second membre, on aura 


La théorie de la Lune nous offre, parmi les quantités de l’ordre 7? 
un terme dépendant de la distance de la Lune a l’apogée du Soleil, et, 
vu la lenteur du mouvement de cet apogée, la valeur de p relative a ce 
terme différe extrémement peu de l’unité. Sans la considération pré- 
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cédente, on trouverait 


et alors la valeur de Q serait tres considérable; mais la rapidité du 
mouvement de l’apogée de la Lune, relativement & celui de l’apogée 
I 
Pp (i P— J 
le terme dont il s’agit & quelques secondes. On trouvera ainsi 


I 


du Soleil, rend considérablement plus petit que > et réduit 


38a@ 4(1+m) 
nae SS Dp | 


Qe=— Dr, ee 
(2e¢+ 2m—2)(2— 2m) 


38a?(3 — 2m) 
ha'ém(2e—m)’ 
38 a?(3 4-2m) 
4ha*m(2e+my)’ 


772 2--m 
38a 1 
Qw— 2 2—c—m 


2a'*(2¢-+m—2)(2—m)’ 
r+3m 2+3m 
218 a + —————_,— 
2 2—c—3m 
2a'*(2¢e + 3m— 2)(2 —3m) 


(1— Se), 


(OK 


O10) es a LeCe OF e) Atel we 6 8G F, © IT OW KS OC eRe CLS ©. 0:6 Cs eine OR 8 


VIII. 


Substituons maintenant, au lieu de w, sa valeur dans l’équation 


OR dv 


dv=wdt \/ e+ af 5 3 


Si lon n’a égard qu’aux termes constants, on aura 


Sa, Peers fees: 
eee) 


a 


pole | 
. 


Ld , I , x h? I+ 2 . 
La quantité a étant égale a we es elle est constante, puisque A et ¢ 


sont ) trés peu pres constants, comme on le verra bientot. Par la 
théorie des planétes, le demi grand.axe @’ de lorbite de la Terre est 
constant, mais son excentricité e’ est variable. En désignant done, 
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pour plus de simplicité, par ¢ le moyen mouvement de la Lune, et 
Sa’ 9 \ 
observant que — 7; = m*, on aura 


3m? 
e—i—_- 


a pe dl; 


en sorte que l’équation séculaire du moyen mouvement de la Lune est 
égale a 
— —— fede. 


Je nommerai E cette équation. 

Pour avoir l’équation séculaire de l’apogée, reprenons I’équation 
différentielle en uw de Varticle précédent, et supposons-y, comme 
ci-dessus, 


rr e 
u = —, (r-- 7A?) — — cos(cvy —) +..., 
a 
mais regardons e eto comme yariables, nous aurons 


- 2 Pe ss 
= Je(« 1 oo Epoch pee | cos(cvy — wo) 


dy | dy" 


\ / - 


ae ds aa). 
-- fede - } —e—— | Sin(cv—w)+..., 


Alcs 
dy dy dy? — 


dott Von tire, en égalant séparément a zéro le coefficient de 


sin(cy — @), 


ade _ hee cv} 
€ » ¢dé¢é—do 
et, en intégrant, 
3 A 

i — 

do’ 
ee 

dv 


A éfant une constante arbitraire. L’excentricité e de l’orbe lunaire 
n'est done pas rigoureusement constante; mais sa variation est insen- 
sible et n’influe point sensiblement sur les équations séculaires de la 
L * s'y trouvant multiplié par 2% >, qui est 

une, parce que e* sy trouvant multiplié par — > ou par m*, qui es 


da 


’ Pp 2 ’ j > i 4 4 PS Le ’ . j a} 1 — 
une tres petite fraction égale a ;+;, on peut négliger le produit de aa 


par cette fraction. 
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En égalant ensuite a zéro le coefficient de cos(cy — a), on aura, a 
fort peu pres, 


= dw y Sy ary Geis 
ade 2a ede? 

t négliger le terme tant ible par rapport 
on peut négliger le terme ——, comme étant insensible par rappor 
, do 
a aw Si l’on représente par ¢ la partie constante de 1 — $a, et sil’on 


désigne par 36m? le coefficient de e” dans la fraction $a, on aura 


d’ou l’on tire, a fort peu pres, 
@ — const. + 26m? fies dt; 


en sorte que le mouvement de l’apogée est assujetti & une équation 
séculaire égale a — 6H, et, comme ¢ est assujetti lui-méme & l’équa- 
tion séculaire E, l’équation séculaire de l’anomalie sera 


(1+ 6)E, 


6 étant égal a 


gh 10m?(2— m)(1+ 2m) 
2(1—2m)(3— 2m) (t—m) 


7 i 4 (+m) 
19m?| 1+ 2m + nblier - (9+ 2m-+c) 
i yeas ee 
8(2¢ + 2m — 2)(2— 2m) 
, a (Ae 2 37m .. 
147m ——— + +3m-+e 
: a y HED 2—ce—3m)9 
10(2¢€+ 3m — 2)(2— 3m) 
ay ae 2+ m 
3m (9+ m-+c) 
2—c—m 


16(2c-+ m— 2)(2—m) 
Pour avoir les valeurs numériques de 6, nous observerons que l’on a 


m= 0,0748013, ¢€ = 0,99194774, 


? 
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La détermination de 6 dépend, comme on voit, d’une analyse tres 
délicate, et l'on peut craindre que les quantités négligées n’aient une 
influence sensible sur cette valeur. Ce qui doit nous rassurer a cet 
égard, c’est que la méme analyse conduit & une valeur fort approchée 
du mouvement de l’apogée. En prenant pour unité le moyen mouve- 
ment de la Lune, celui de son apogée est, & tres peu prés, 5%, et ona 
‘g = 0,0086113. Les observations donnent 0,00845226 pour le mou- 
vement de l’apogée, ce qui ne différe pas de j, du résultat précédent; 
on peut done croire que la yaleur trouvée pour 6 a ce méme degré de 
précision. 


IX. 


Considérons présentement le mouvement des nceuds. Pour cela, 
reprenons l’équation différentielle (g’) de l’article I. Le mouvement 
de la Lune étant rapporté & un plan fixe peu incliné & l’écliptique 
vraie, si l’on néglige les carrés et les produits de s et de s’, cette 
équation deyient 


fee... 2 ; : ; “OR ui 


= ds 


|s + scos (20 —20') - 
dy 


sin(2~ — 2’) — 2s’ cos 2(¥ — | . 


La valeur de s’ est, par la théorie des planétes, de la forme 
i’ sin(»' — 9’), 
i et 0’ variant avec une extréme lenteur. Soit done 


s—2' sin(v — 6’) +5,; 


oT ‘2 aay di 6! 
on aura, en négligeant les quantités multipliées par — et A 5 
dy dy 
d*s eee 
At apap 


as. 
$+ $C0S(29 — 29”) — ae sin (29 — 29’) — 2s'cos(29 — 29’) 


he ) ; ds, ., y 
= $,-+ 5, COS(2" — 2) — —— sin(29 — 29’), 


dy 
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bo 
ho 
oo 


L’équation différentielle en s deviendra ainsi 


ae d’s ; ae OR de 
vi der : Be Ov WW 


13 


ds, . 
= = Ss, COS( 26 — 20) i —— San 9 — 0 . 
mat ’ ( ) de ( ) 


X sin(y — 4’) serait la latitude de la Lune au-dessus du plan fixe, en 
la supposant mue sur le plan de l’écliptique vraie, et 


s ou A’sin(v—6')+5, 


est sa latitude au-dessus du plan fixe; s, est donc, a trés peu pres, sa 
latitude au-dessus du plan de l’écliptique vraie. Supposons, comme 


précedemment, 
s,— Asin( ge — 9), 
le terme 
38 u’* AS; +5; ; 
ahs [ $;+ 5 cos(2" — 29') = ao sin(2¢9 —- 29')| 
devient 


3m?A[(1+ $e”) sin( gv — 9) 
— (1— $e”) sin(2v — amp — gv + 9) 
— 2e'sin( ge + c'me —9—od') 


— #e'sin( gv — c'’me — 9 +90’) 


rolce releo 


— te’sin(2¢ —2mve — gv +c'me+49—3d') 
+ te'sin(2v —2me— geo—c'mep+4+90') 


Fea Tai tas Wis ah ORL Aw GEA a REDS b Ble aa wis Sian ie dS iF 


Pour avoir la variation de ce terme, due a la force perturbatrice, 


, ‘ . N ny » 
nous supposerons s, égal a Asin( gv — 0) + ¢s,; os, sera de la forme 


AX sin 
+ A) ,e' sin 


( 
( 
+ Ae’ sin( 
( 
( 


y—2me — gv 4-6) 


gv—c'me —6+ 5’) 


+ A) )e'sin 


2 
ge+te’my—I—o’) 
29—a2mye — gv+c'me +4—d') 
2 


+ A)e'sin(29 —2mv— gvy—c'mp + G+-0') 
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Cela posé, la variation du terme précédent produira le terme 


- 3m?[(3 — 2m — g) (1— Ze) AM + 3AM e? + 3AM e? 


+14(3—m— g)A®@e?—1(3 —3m— g)AMe"] Asin( ge — 9). 


On yerra ci-aprés que A‘ est & fort peu prés égal & — A”, ce qui 
réduit & zéro la quantité 3A\e? + 3A™e?. De plus, si l’on néglige la 


force perturbatrice, ona 
d?s, 
dy* 


+ Sis 


et si, parmi les termes de és,, on ne conserve que ceux dans lesquels 
le coefficient de ¢ differe peu de l’unité, on a, d fort peu pres, 


dos 
= Fe 85, 
dv 
a2 = a", "OR dv yy, . 
On peut done négliger ici le terme (53 48 4G Ge ’équation 
différentielle en s, deviendra ainsi 
I? s A P 
0 = + s,+ im* [1+ $e2?—1(3 —am— g) (1— $e”) A 
av- a : S < 
+1(3— m— g)A®e” 


+ 7(3 —3m— g)Ae?]) sin( ge — 6) 


- —— [(1— $e?) sin(2» — ame — gv +0) 
+ %e’sin( gv +c’ me —9—od') 
+ 4e'sin( gv —c'my —9+30') 
+ te'sin(20— 2mv — gv+c'my+ 0—o’) 
— je'sin(2e — 2mv — gv —c' mp 4+-96+0') 


“tr SP wee oe UP OMS MS €E.0 + € Ble bis en he eee We 0 oon Bee | . 


En intégrant cette équation différentielle, on trouvera 


XC 3m?(1— 3e”) AQ — gm’? 
f a= 5 ————— 3 a 
2(2g + 2m — 2)(2— 2m) 4m(2g + m)’ 
qc gm qa) 3m? 
Be SS eee ASS 
4m(2g—m) 4(2g-+m—2)(2—m)’ 
A (+) — — 21m? 


4(2g +3m—2)(2—3m) 
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Si l’on y suppose ensuite s, = Asin(ge — 0), en regardant A et 6 
comme variables, et que l’on désigne par «’ le coefficient de 


Asin( gv — 8) 
dans cette méme équation, la comparaison des coefficients de 
Asin(ge—9) etde Acos(gv — 8) 


donnera les deux équations suivantes : 


a") d§\? 
0= Fa —i(g— x) +2(1+ 2’), 


2d) do d?9 
dy ~ do j 


En intégrant cette derniere équation, ona 


B étant une constante arbitraire. L’inclinaison de l’orbe lunaire a 
Pécliptique vraie n’est donc pas rigoureusement constante; mais sa 
variation est insensible, et n’influe point sensiblement sur les équa- 
tions séculaires de la Lune. On a ensuite, a fort peu pres, 


ad*} 
aap P 
g exprime la partie constante de 1+ $a’, et que $6’m? soit le coefli- 


ae ide Magee? « ; 
On peut négliger ar rapporta aa. Si ’on suppose ensuite que 


cient de e? dans @’, on aura 
0 = const. — 36'm? fe? dl; 


en sorte que le mouvement du nceud est assujetti a une équation 
séculaire additive & sa longitude moyenne, et égale & 6’E, 6’ étant 
Okuvres de L. — XII. 29 
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égala 


3 15m?(3 —am—g 
4 8(2g+2m—2)(2—2m) 
3m?(3 — m— g) 147m?(3 —3m— g) 


3a(2g+m—2)(2—m) 3a(ag+3m—2)(2—3m) 


Nous devons ici faire une remarque importante. On a négligé pré- 


cédemment les termes multipliés par 


d}! dg! 
Lica s( gl ar ! ws ! : 
ae cos(e — 4’) et par ee sin(yv — 0’) 


il faut prouver que l’on peut négliger ces termes, sans crainte d’erreur 
sensible. Soit aed sin(y —9) un de ces termes, et conservons-le 
dans l’équation différentielle en s,; elle devient, en n’ayant égard qu’a 
ce terme, 

d*s, 


do! 
p= ——. + $,-+. cA sin( er — 6 eh! = ‘sin ( —2 oO!) 
Oo dv? 1 (g ) == dy ( ) 


En supposant dans cette équation g=1, 9=0' et s,=Asin(y—9’), 
on aura 
a ee dO\3.. Bin BO au bias ' 
i [ra )A— (1— i) FN a do +20 |sin(o — 9 ) 


. dh ay’ ag! : 
= Ee (: — a) —A 73 | cos(¢9 — 6 ). 


Si l'on égale & zéro le coefficient de sin(y — 4’), on aura, a fort peu 


pres, 
. as x 
' ae 
. do” 
dy 


1=— - 


or « est incomparablement plus grand que iba e la période 

Om] plus g Jue >> parce qu P 

du mouvement des noeuds de la Lune est incomparablement plus courte 

que celle des nceuds de l’orbite terrestre sur le plan fixe; A est donc 
; =. | ; 

beaucoup moindre que 2’, et le terme ¢- Asin(v — 0’) n’ajoute qu'un 


terme insensible a la valeur de s,. Il en est de méme du terme 
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Th! J se 
aoe cos(v — 9’) et des autres termes semblables. La rapidité du mou- 


vement des noeuds de l’orbe lunaire les fait tous disparaitre, a fort 
peu prés, de la valeur de s,, et maintient l’inclinaison moyenne de 
cet orbe & l’écliptique yvraie, toujours la méme. La petitesse de cette 
_ valeur de A rend insensible et permet de négliger, dans l’équation 
différentielle précédente, le terme multiplié par cos(¢ — 9’). 
Déterminons présentement la valeur numérique de 6’. Les observa- 
tions donnent 
. & = 1,00402185353, 
d’ot l’on tire 
6' = 0,6997598. 


L’équation séculaire du mouvement des neeuds est donc, a fort peu 


pres, 4 de celle du moyen mouvement de la Lune. 


X. 


I] résulte de l’analyse précédente : 

1° Que le moyen mouvement de la Lune est assujetti & une équa- 
tion séculaire EH, additive & sa longitude moyenne; 

2° Que le mouvement de son apogée est assujetti a une équation 
séculaire soustractive de sa longitude moyenne, et égale a 3,3E, et 
qu’ainsi l’équation séculaire de l'anomalie de la Lune est égale a 
4,3E, et additive; 

3° Que le mouvement des noeuds de l’orbite lunaire est assujetti a 
une equation séculaire additive a leur longitude moyenne, et égale a 
o,7H, et qu’ainsi la distance moyenne de la Lune & son neeud ascen- 
dant est assujettie 4 une équation séculaire additive, et égale & 0,3E; 

4° Que la parallaxe moyenne de la Lune est sonmise a une variation 
séculaire qui, par l’article VI, est égale a la variation séculaire du pro- 
duit de — {m?e”? par 57’, valeur moyenne de cette parallaxe. Dans les 
cas extrémes, la variation de ce produit ne surpasse pas une demt- 
seconde : elle est donc insensible, et lon peut regarder la parallaxe 
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moyenne de la Lune et sa moyenne distance & la Terre comme des 
quantités constantes; 

5° Que l’excentricité de l’orbe lunaire et son inclinaison a l’éclip- 
lique vraie sont assujetties des variations séculaires proportionnelles 
a celle de la parallaxe, et qui, par conséquent, seront toujours insen- 
sibles, ce qui est conforme aux observations. 

[| nous reste & déterminer la valeur numérique de E. Je l’ai calculée 
dans les Mémoires de l’ Académie des Sciences pour l'année 1786 ('), en 
partant des hypotheses les plus vraisemblables sur les masses de Vénus 
et de Mars, et lon a vu précédemment avec quelle précision cette 
valeur satisfait aux observations anciennes. Si l’on nomme z le nombre 


des siecles écoulés depuis le commencement de 1700, j’ai trouvé 
E =11",1352?+- 0", 043982 +...3 


la valeur de ¢ devant étre supposée négative pour les siécles antérieurs 
4 1700. Les deux premiers termes de cette série suffisent relativement 
aux plus anciennes observations, et je ne vois jusqu’a présent aucun 


changement & faire & cette expression de K. 


XI. 


Déterminons présentement les altérations produites par la résis- 
tance de l’éther. 2’, y’, ’ étant les coordonnées de la Terre rapportées 
au centre du Soleil, et a, y, s étant celles de la Lune rapportées au 
centre de la Terre, la vitesse absolue de la Lune autour du Soleil 


sera 


V(da' + dav)? + (dy'+ dy?) + (da! + dsp 
dt ; 


Supposons que la résistance qu’elle éprouye soit proportionnelle au 
carré de cette vitesse, et qu’ainsi elle soit exprimée par 


K (dz'+ dx)? +- (dy'+ dy)? + (dz' + dz)? 
dt? i 


(1) OEuvres de Laplace, T. XI. 
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En la décomposant parallélement aux axes des x, des y et des gz, elle 
produira les trois forces suivantes : 


dx! +d 
KS Vda + dey | (dy’ ; dy )?- (ds! dz)?, 
d d 
Se ” (dal + day + (dy'+ dy + (da £dsy, 
al 
ig Mae V (da! + dx) (dy' dy) + (dz! + ds)?. 


Mais, comme la Terre est supposée immobile dans la théorie lunaire, il 
faut transporter en sens contraire a la Lune la résistance que la Terre 
éprouve, et qui, décomposée parallélement aux mémes axes, donne 
les trois forces 


ie © date dy" + dz!?, 


hee y danas dz'?, 


ca ee qa Vde? + dy? + de”, 


K’ étant un coefficient different de K, et qui dépend de la résistance 
OR OR OR 
OPTS RET 
done, en n’ayant égard qu’a ces résistances, 


de l’article I seront 


éprouvée par la Terre; les quantités 


/ 
ae K — Vdax+ dy" + dz ray 
"Keae ae V(da! + dx)?+ (dy'’+ dy)? + (ds! + dz), 
/ tf 
os Boe Vda? + dy? + da? 
/ = 
ENS Vda" + dx) + (dy' + dy)? + (ds'+dz)?, 
ye ill 
= = ee Vda! + dy! +- dz! 


K (ds! + ds) 
de 


(da! + da)? + (dy' + dy)? & (dz' + dz). 


Pour simplifier ces valeurs, nous observerons que da, dy, dz sont tres 
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petites relativement a da’, dy’ et ds’. En faisant done 


a= Vda" + dy'*+ ds", 


’ : ; . . . 
et prenant pour le plan des x et des y celui de l’écliptique vraie, ce 
qui rend dz’ nul, on aura 


OR (K'—K)ds'dx' — Kds'dx _ K(dx'dx + dy! dy) de' 


1 dt dt? aan dt ds’’ 
OR _ (K’—K)ds' dy’ K ds’ dy K (da' dx + dy' dy) dy’ 
oy = dt? aghvety: | Kee dt} ds!” 
OR Kads'dz_ 
a. - ae 


or on a par l’article | 


AL apices Y PELL ae 
Ou u ds u Ox 1 Oy : 


aR OR OR 
ov ay J Fx’ 


OR 1 OR 
‘Os uas 


d’ot lon tire, en négligeant l’excentricité de l’orbe terrestre, 
oO ' od 


ORs OR_ (KK) de yn, Kado 
~ du uds  wutdt ~ wuld 
K d¢' de K doe! du 


— ——,; sin(2v — 20’) + sin?(v — ¢’), 


2eu' dt? ubul dt 
on a P K de dy! 
oa aT WS Pca 5 A aca, SN yi eee Sep es 
ov uu’? dt* ) uu! de 
K dv' de os?( +. K dp! dy sin (3 ' 
— ————_. cos*(v — 9 ————. sin(2v — 29 
uru' dt 2u*u' dt? ), 


OR _ Ksdv'du K dv’ ds 


Oss uu de? u* u' dt? 


L’equation (/) de l’article I donnera done, en négligeant les carrés 
de l’inclinaison et de l’excentricité de l’orbe lunaire, et en substituant 
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pour dé sa valeur trouvée dans le méme article, 


ea _ 
de OR ean ae 
| dv wu? 
Bare a. dy dy!” 
+ (K’— K) = sin(v — 0’) + (K’— K) = cos(v — 0") 
_ Bede sin(29 — 29’) tte : 
i Fae v Wdew COS(2 — 20). 


dv : 
— au lieu 


On a ensuite, en observant que lon peut substituer 


de dt, et mdy + 2medycos(v —sa) au lieu de dy’, 


dy dy 
NG = [('-K ese ee z ee Aa + 4ecos(vy —@)] cos(v — v’) 


Ov ue 


Vos 
1 Mireles San iota ek 


La valeur de K n’est pas constante : si l’on suppose la densité de 
’éther proportionnelle & une fonction de la distance au Soleil, en 
nommant (7) cette fonction pour une distance 7, elle sera, relative- 


a(a)ete(g)menn 


o'(r) étant la différentielle de 9 (7) divisée par dr: c’est la valeur qu'il 


ment ala Lune, 


faut substituer pour K, et alors on a, en ne conservant parmi les quan- 
tités périodiques que celles qui dépendent de l’angle ¢ — a, 


ORdvy _ —s h?¥mef 3 I m (1 
Ov uw Pl es. 2 u! ? u! Bis wu’? ? u! 
3 I 2m I b X 
E q @ + ar (=) mh*esin(y —B). 


En supposant done 
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léquation différentielle en w donnera 


2 e6. 
oe +u— i pee ey 72 Sin(e —@); 


c= aa? g 


d’ou l’on tire, en intégrant, 
eas , id 16 y jie 
u= zai + 24P) yalita 9) cos(e —®). 


On yoit ainsi que la résistance de l’éther ne produit point d’équation 
sensible dans le mouvement de l’apogée; elle ne produit qu’une trés 
petite altération dans l’excentricité de l’orbite. 

Pour déterminer la variation qui en résulte dans le moyen mouve- 
ment de la Lune, reprenons l’expression de dé dans l'article 1; expres- 
sion qui devient, & fort peu pres, 


dy I OR dv 
a= tala foo) 


OR de 


En y substituant, pour wv et pour 2 ET be 


leurs valeurs précédentes, 


on aura, a trés peu pres, 
dt=—h' de(1— 3av+...) 


et, par conséquent, 
t— hi (v—fav?+...), 
. 
d’ou lon tire 
t 3at% 
5+ 


Le mouvement de la Lune est done assujetti, par la résistance de 
ether, & une équation séculaire proportionnelle au carré du temps. 
L’équation (g) de l’article I donne 


2 


y 


s 


a == 
dy? 


ds 
— Re 
+S rye 
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6’ étant égal a 


en intégrant, on aura 


e! 
— i(: sa °) sin(y — 9), 


A et 9 étant deux arbitraires. Le mouvement des neeuds de la Lune 
nest done assujetti, par la résistance de l’éther, & aucune équation 
séculaire; mais l’inclinaison de l’orbite éprouve une légére altération 
par cette résistance. 

Si ’on soumet & la méme analyse les variations séculaires produites 
par la transmission successive de la grayité, on trouvera que ces varia- 
tions ne peuvent étre sensibles que dans le moyen mouvement de la 
Lune, et qu’elles n’altérent ni le mouvement de l’apogée ni celui des 
noeuds. Ces deux mouvements offrent donc un moyen simple de recon- 
naitre la véritable cause 4 laquelle on doit attribuer l’équation sécu- 
laire de la Lune; cars’ils varient sensiblement de siécle en sivcle, il 
en résulte que cette équation n’est due ni a la résistance de l’éther, nt 
a la transmission successive de la gravité, et, si les altérations des trois 
mouvements de la Lune, par rapport au Soleil, & son apogée et a ses 
neeuds, sont telles que l’exige la loi de la pesanteur, elles n’ont point 
évidemment d’autre cause. Or, en comparant & nos Tables cinquante- 
deux éclipses observées par les Chaldéens, les Grecs et les Arabes, 
et dont vingt-cing viennent d’étre connues par les soins du citoyen 
Caussin, le citoven Bouvard a trouvé 8’ pour la correction du mouve- 
ment séculaire de l’anomalie de la Lune. Cette correction, confirmée 
par les époques et les moyens mouvements des Tables de Ptolémée et 
des Arabes, dépend, a la vérité, de l’équation séculaire de l’anomalie, 
dont il a fait usage d’apres la théorie précédente; mais on a yu que 
la comparaison d’un’ tres grand nombre d’observations de Lahire, 
Flamsteed, Bradley et Maskelyne donne, a tres peu pres, la méme 
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correction. Un accord aussi remarquable établit incontestablement : 
1° l’existence de (équation séculaire de 'anomalie de la Lune; 2° Vap- 
proximation de la valeur que je lui ai assignée, et de lanalyse qui m’y 
a conduit; 3° enfin, que les équations séculaires de la Lune ont uni- 


quement pour cause la variation de l’excentricité de lorbe terrestre. 
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SUR LE 


MOUVEMENT DES ORBITES 


DES SATELLITES DE SATURNE ET D’URANUS ('‘). 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, \"° Série, T. WI; prairial an IX (2). 


SS SS 


Les anneaux de Saturne et ses six premiers satellites se meuyent, 2 
trés peu prés, dans un méme plan. Dominique Cassini pensait que 
Vorbite du dernier satellite est dans le plan des anneaux; mais Jacques 
Cassini, son fils, reconnut, en 1714, qu'elle s’en écarte sensiblement. 
Il résulte des observations qu’il fit alors qu’en rapportant cette orbite 
et les anneaux a l’orbite de la planéte, le noeud de lorbite du dernier 
satellite était de 15° moins avancé que le neeud des anneaux, et que son 
inclinaison n’était que de 22°=, tandis que l’inclinaison des anneaux 
était de 30°. Le citoyen Bernard ayant fait, en 1787, de nouvelles 
observations sur cet objet, Lalande a conclu de leur discussion qu’a 
cette époque le noeud de l’orbite était de 22° moins ayancé que celui 
des anneaux; d’ou il suit qu’en soixante-treize ans le noeud de lor- 
bite a rétrogradé de 6°50’, ou de 5’37” par année. Mais l’incertitude 


de ce genre d’observations ne permet pas de compter sur ce résultat, 


(1) Lu le 11 ventdse an VILL. 
(2) Mémoires de UV Institut national des Sciences et Arts, t. MH. 


238 SUR LE MOUVEMENT DES ORBITES 


et la rétrogradation du neeud est la seule chose que l'on puisse en 
conclure. I m’a paru intéressant de connaitre ce que la théorie de le 
pesanteur universelle donne a cet égard : c’est Pobjet de ce Mémoire. 

On sait, par la théorie des satellites de Jupiter, que chacun de 
leurs orbes se meut sur un plan fixe, passant par la ligne des neeuds 
de l'équateur et de Vorbite de la planete, entre ces deux derniers 
plans. L’inclinaison de ce plan fixe & l’équateur est d’autant plus 
grande que les satellites sont plus éloignés : elle est insensible pour 
le premier satellite, et s’éleve & 25’ pour le quatriéme. Un effet sem- 
blable a lieu relativement aux satellites et aux anneaux de Saturne. 
J'ai prouyé, dans le Livre V de mon Traueé de Mecanique céleste, que les 
anneaux sont maintenus par l’attraction de Saturne dans le plan de 
son équateur. La méme attraction maintient dans ce plan les orbes 
des six premiers satellites; mais il n’en est pas ainsi du septitme. Sa 
distance au centre de Saturne rend l’action du Soleil, pour changer le 
plan de son orbite, comparable a celle de Saturne, des anneaux et des 
satellites intérieurs. La recherche du mouvement que ces attractions 
diverses produisent dans son orbite est un probleme dont la solution 
dépend d’une analyse délicate. Elle se simplifie en rapportant l’orbite 
i un plan déterminé, passant par la ligne des noeuds de l’équateur et 
de lorbite de la planéte entre ces deux derniers plans. Alors, elle se 
ramene & la rectification des sections coniques, et l’on en conclut fa- 
cilement, par des suites trés convergentes, l’inclinaison de l’orbite et 
le mouvement des neeuds sur ce plan. Ce mouvement est presque uni- 
forme, et Pinclinaison est & peu prés constante; mais linclinaison du 
plan determiné & l’équateur et le mouvement annuel des noeuds dé- 
pendent de l’aplatissement de Saturne et des masses des anneaux et 
des satellites intérieurs. Des observations précises du dernier satel- 
lite, faites & de grands intervalles, doivent done répandre beaucoup 
de lumiére sur ces objets, et, par cette raison, elles méritent l’atten- 
tion des astronomes. J’obseryerai ici que le mouvement annuel et 
rétrograde du neeud de l’orbite de ce satellite sur l’orbite de Saturne 
n’excede pas maintenant 3/21’. 
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Si Pon n’a égard qu’a l’action de Saturne et du Soleil, le plan fixe 
sur lequel se meut l’orbite du sixieme satellite n’est pas incliné de 17’ 
a l’équateur de Saturne; mais, sila masse du septiéme satellite surpas- 
sait de 51, celle de Saturne, son action écarterait sensiblement l’orbite 
du sixiéme satellite du plan des anneaux. Puisque cela n’est pas, on 
doit en conclure que la masse du dernier satellite est au-dessous de 
cette fraction, ce qui paraitra fort vraisemblable si l’on considére que 
la masse du plus gros satellite de Jupiter n’est pas de —— de celle de 
la planéte. 

La méme analyse appliquée aux satellites d’Uranus fait voir que son 
action seule peut maintenir les cing premiers dans le plan de son 
équation. Elle est probablement insuffisante pour cet objet, relative- 
ment au sixiéme satellite; mais, si la masse du cinqui¢me surpasse la 
vingt-milliéme partie de celle de la planete, alors son action réunie da 
celle d’Uranus suflit pour maintenir l’orbite du sixiéme dans le plan 
des autres orbites, conformément aux observations d’Herschel. 

Lorsque ]’on est parvenu & la véritable cause des phénomenes, on 
la compare avec intérét aux tentatives plus ou moins heureuses faites 
auparavant pour l’expliquer. Jacques Cassini a donné, dans les Me- 
motres de 1 Académie des Sciences pour l’année 1714, explication sui- 


vante de celui qui nous occupe. 


« La situation des neeuds du cinquiéme satellite et l’inclinaison de 
son orbe, qui sont si différentes de celles des autres, semblent, dit-il, 
déranger l’économie du systeme des satellites qu'on avait cru jusqu’a 
présent avoir tous les mémes neeuds et étre dans un méme plan. Ce- 
pendant il parait que l’on peut en rendre aisément la raison physique, 
si l’on fait attention a la grande distance de ce satellite au centre de 
Saturne, car l’effort qui entraine les satellites suivant la direction du 
plan de l’anneau s’affaiblit en s’éloignant de Saturne, et est obligé de 
céder a un autre effort qui emporte Saturne et toutes les planetes 
suivant l’écliptique. Ces deux efforts agissent sur le cinquiéme satel- 


lite suivant des directions inclinées l’une A l’autre de 31°. Il résulte 
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qu'il doit suivre son cours suiyant une direction moyenne, entre le 
plan de l’anneau et celui de lécliptique. » 


"effort qui entraine les satellites dans la direction du plan de l’an- 
neau, et dont Cassini ignorait la cause, est l’attraction de Saturne, due 
x son renflement vers l’équateur, et l’attraction des anneaux. Quant a 
effort qui emporte Saturne et les planétes suivant l’écliptique, on 
sait maintenant qu'il n’existe point, et que le mouvement de ces corps, 
2 peu pres dans le plan de l’écliptique, est di aux circonstances pri- 
mitives de ce mouvement; mais, si l’on substitue a cet effort l’action 


du Soleil, alors l’explication de Cassini coincide avec la veritable. 


ll. 


Prenons pour plan fixe celui de Porbite du septiéme satellite & une 
époque donnée; nommons s la tangente de la latitude du satellite au- 
dessus de ce plan; r le rayon projeté de Vorbite supposée circulaire, 
et angle deéerit par la projection de ce rayon sur ce plan. On aura, 
par le n° 15 du Livre I de la Mécanique céleste, en observant que s est 
ici de ordre des forces perturbatrices, en négligeant les quantités de 
l’ordre du carré de ces forces et en prenant pour unité la masse de Sa- 
turne, ou, plus exactement, la somme des masses de cette planéte, de 
son anneau et de ses six premiers satellites, 
ea . JQ au 
dy? ** deo Or’ 

Q étant une fonction que nous allons déterminer. 

Pour cela, considérons d’abord Vaction du Soleil. Si l'on nomme a, 
y, = les coordonnées du satellite rapportées au centre de Saturne et au 
plan de lorbite primitive du satellite; a’, y’, 5’ celles du Soleil, et 7’ sa 
distance au centre de Saturne, on aura, par le n° 14 du Livre Il de la 
Mecanique céleste, 


wae Se ee t 
Q : a m! TD's ‘i ne 


V(2'— 2) + (7 = y y+ ( gh ie 
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quantité qui, & raison de la petitesse de r, relativement 4 7’, se ré- 
duit 3 
m' 


ae 


7 


t m'r?(1-+ 5?) Oe ELCs Aa eee 
ob a Les ec : 


fd 2 
ris 


on aura donc, en observant que z est a trés peu prés égal ars, et en 


AE m'rs 
négligeant les termes de l’ordre de oar 
dQ dQ San’ 72 Zi 

r—~-+r’s = : zx! ‘+ 32! 

a re a Be: ) 


Si l’on concoit que l’axe des x soit la ligne menée du centre de Sa- 
turne au noeud de l’anneau sur l’orbite, et que l’on nomme A l’incli- 
naison du plan fixe a l’orbite de Saturne, on aura, en désignant par 2” 
et y” les coordonnées du Soleil rapportées au plan de lorbite de Sa- 
turne, 


ge ae, ew eee za'=—y" sins. 


Si ’on nomme ¢ le mouvement du Soleil vu de Saturne, et rapporté 
a Porbite de cette planéte, on aura 


ie a7 cosy", yt = eines 


on a, de plus, 
—aTeCOS (5 as fr Bin’, Cine ak 


En ne conservant done dans le développement de la fonction 


que les termes dépendants du sinus ou du cosinus de langle ¢, et qui 
peuvent seuls produire, par l’intégration, des ares de cercle dans l’ex- 
pression de s, on aura, par l’action de m’, 


r dQ ris a La sind cosd sing 

tds has ors ane Mee ees Oth 
i . ; dQ »,9Q i833 
Déterminons présentement la valeur de —r—>~ + r’s relative a 


action de Saturne. 
Soit V la somme des molécules de Saturne divisées par leurs di- 
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stances respectives au dernier satellite. V sera, par le n° 15 cité, la 
partie de Q relative A l’attraction de Saturne. En considérant cette 
planéte comme un solide de révolution, ce que l’on peut supposer ic] 
sans erreur sensible, et prenant pour unité son demi-axe, on aura, par 


le n°.35 du Livre III de la Mecanique céleste, 


: I 1 oo — ah 
V=—— + ++ (p?— }), 


ae 3 
rYi+S’ — p3(7+ 5%)3 


a2 étant le rapport de la force centrifuge la pesanteur a l’équateur 
de Saturne, «A étant son ellipticité, et » étant le sinus de la décli- 
naison du satellite relativement & cet équateur. Si l’on nomme y lin- 
clinaison de l’équateur au plan fixe ou a l’orbite primitive du satellite; 
si l’on nomme, de plus, ¥ l’are de cette orbite compris entre l’équa- 
teur et l'orbite de Saturne, e—¥ sera le mouvement du satellite, rap- 
porté & son orbite primitive et compté de intersection de cette orbite 
avec l’équateur de la planéte. On trouye, par les formules de la Trigo- 


nométrie sphérique, que, si l’on néglige le carré de s, ona 
y* = sin*y sin?(vy — ¥) — assiny cosy sin(v — ¥). 


En substituant done cette valeur de yu? dans V et négligeant les 
termes des ordres as et s?, en ne conservant ensuite que les termes 
multipliés par le sinus ou le cosinus de » — Y, on aura 
dQ dQ ao—2ah 


—r + rts > = ~ hia siny cosy sin(y — v). 


Il nous reste & considérer l’action des anneaux de Saturne et de ses 
six premiers satellites; or, si ’on considére un satellite intérieur dont 
la masse soit m”, et dont le rayon de lorbite soit 7’, cette orbite étant 
située dans le plan de ’équateur de Saturne, on trouvera, par ce qui 
precede, en supposant 7” tres petit par rapport ar, 


8 ae es 3m!’ r'? 


Os — or... ar 


siny cosy sin(v — v). 


En considérant done les anneaux comme la réunion d’une infinité de 
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satellites, on aura, en vertu de leurs attractions et de celle des satel- 
lites intérieurs, 


nm 


iny cosy sin(vy — Y); 


B étant un coefficient constant dépendant des masses et de Ja constitu- 
tion des anneaux et des satellites intérieurs. Soient, pour abréger, 


3m’ r3 -_,  @th—tao+1B 
Se ae has K'= a: a 
Gr a) 
on aura 
ais ; : re R 
fo) + 2K sind cosd siny — 2K’siny cosy sin(v — v); 


ay 


d’ot l’on tire, en intégrant et négligeant, comme on le peut ici, les 
constantes arbitraires, 


s = Kvsind cosa cosy —K'¢ siny cosy cos(v — v). 


Concevons maintenant, par le centre de Saturne, un plan passant 
par les noeuds de l’équateur avec l’orbite de la planete, et formant 
l’angle 9 avec le plan de l’équateur. Soient o Vinclinaison de l’orbite 
du satellite sur ce nouveau plan, et »+T la distance du satellite au 
neeud de son orbite avec ce plan; enfin soit II la distance de ce 
neeud au noeud de Il’équateur avec l’orbite, que nous supposerons plus 
avancé en longitude. Si l’on fait varier o de és, II étant supposé con- 
stant, il en résultera pour s une valeur égale a éosin(y+T). Si, o 
étant supposé constant, on fait varier I de ell, la yaleur résultante 
pours sera Ol[ sina cos(y-+T). On aura done, en faisant tout varier 2 


la fois, 
do sin(y +1) + dilsinwcos(v+T)=s. 


En égalant cette valeur de s ala précédente, on aura 


oo sin(e +1) + dilsinw cos(v +T) 
(7) 


= KP sind cos cos v — K’¢ siny cosy cos(v — y). 


On a, en ne portant l’approximation que jusqu’a la premiere puis- 
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sance de ¢, 


da 0S, an = 0 


°- 


Si l’on substitue, dans le second membre de l’équation (1), 


cos(v +T—T) au lieu de cose 
et 
cos(ep +T'—U—T) aulieude cos(v—v); 
si on les développe ensuite en sinus et cosinus de ¢+T, la compa- 


raison de leurs coefficients & ceux du premier membre donnera 


| - = K sind cosa sin?! — K’'siny cosy sin(¥+T), 
gv 
) oll 
| = sino = K sind cosy cost — K'siny cosy cos(¥+ 1). 
UV 


Les formules de la Trigonométrie sphérique donnent, en nommant 


A l’inctinaison de l’équateur de Saturne a son orbite, 


sin? sinl! = sin(A — 4) sinI, 
sind cos = sinw cos(A — 9) + sin(A — 9) cos cosil, 
cosh = cosw cos(A — 9) — sinw sin( A — 9) cosII, 
siny sin(Y +T) = sin9 sin ll, 
sinycos(¥ + T) = sin9 cosw cosII — sinw cos4, 


cosy — cos9 cosm +- sin§ sinw cosII. 


En faisant done 
K sin(A — 9) cos(A — 9)=K’'sin9cos9, 


ce qui donne, pour déterminer 9, l’équation 


tang29= —, ees 
o" 7 — Ki K cose A’ 
on aura 
Ow iT cia? AY ¢ ‘Sias-s ; A 
= 5(K sin?(A — 9) + K’sin?9] sino sina ll, 
ol : ' 
= | K cos?(A — 9) +- K’cos?9] cosa 


— [K sin*(A — 9) + K’sin?9]cosm cos? II. 
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Soit, pour abréger, 


K cos?(A — 9) + K’cos?6 — 4K sin?(A — 9) —!K’sin?9 = p, 
+K sin? (A — 9) +4K'sin?d—q; 
on aura 
Oo) ; : 
~~ =—qsinosinell 
ov 1 ; 
7) ; 7 = 
Jo = ~Pcosw — 7 cosa cosall, 
dot lon tire 
dacosa — — qdisinoll 
sino p—qcose2ll 
et, en intégrant, 
: a 
sino = 


Vp — 7 COS ott 


ou 


don- 
ov 


a étant une constante arbitraire. L’expression précédente de 


nera donc 
dil 


de ——— = ——— 
V(p —q cos2Il) (p— a?— qcos2ll) 


équation différentielle dont Vintégration dépend de la rectification 
des sections coniques. On peut mettre cette équation sous une forme 


of] — Ny cael anol: 
tang Il =I / heey, tang II’; 


plus simple en faisant 


elle devient alors 


ele aw’ 
a aaa ~ ap ag Nes 
VP?— 4 /' ‘ey ei ae cosall 


Cette équation donnera, en l’intégrant par les méthodes connues, l’ex- 
pression de ven II’, et, par le retour des suites, on aura celle de Il’ en ¢. 


. . g eC 
On aura ensuite, en faisant 7. = 6, 
Pay METRG, 


- 3 
l= Il/— 6sine2 ll’ + 2 sin 4 Il’ — = sin6Ul’+.... 
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Ul. 


Pour appliquer des nombres a ces formules, ul faut connaitre les 


T 
Me 
73 est 


valeurs de K et de K’. Celle de K est facile & déterminer, car - 
l'attraction du Soleil sur Saturne, et cette attraction est égale A la 
force centrifuge due au mouvement de Saturne dans son orbite : or 
cette force est égale au carré de la vitesse de Saturne, divisé par le 
rayon de Vorbite. En nommant done T’ la durée de la révolution de 


Saturne, et = la demi-circonférence dont le rayon est unite, la force 


a 4ntr’ y ee Pre! 
centrifuge sera ~~; en l’égalant a > on aura 

m! an? 

ys Di 


Si l'on nomme T la durée de la révolution du dernier satellite, on aura 


pareillement 


I J 4 1 
rs — Tt? 
on aura done 
: 3 m'r 3, J? 
ie a ay ig’ 
Ae y 4 T 
Les observations donnent 
T= 469',3906, 


T’= 10759), 08, 
dou J’on tire 
K = 0,000040774. 


ah—tao+1B 


La valeur de K’ est égale a —+ Dans cette expression, le 


> 
demi-axe de Saturne est pris pour unité, mais son aplatissement ah 
est inconnu, ainsi que la quantité $B, qui dépend de la masse des 
anneaux et des six premiers satellites. Il est done impossible de déter- 
miner exactement sa valeur, mais on peut connaitre d’une maniere 
approchee la partie de K’ qui dépend de l’action de Saturne. 
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Pour cela, nous obseryons que, si l’on nomme ¢ la durée de la rota- 
tion de Saturne, on aura 


Les observations donnent 


t= Ol43s, Tay) EAs 
(ou Von tire 
a9 = 0,16597. 

Supposons que l’aplatissement de la Terre soit 4 la valeur de ag 
qui lui correspond comme l’aplatissement de Saturne est a la valeur 
correspondante de a. On a vu, dans le Livre IH de la Mécanique 
céleste, que cette proportion a lieu, a fort peu prés, pour Jupiter com- 
paré a la Terre : ag est égal a =, pour la Terre; en supposant donc 
que l’aplatissement de cette plancte est 4, conformément aux expé- 


riences du pendule, on aura 


Ainsi, en n’ayant égard qu’a la partie de K’ dépendante de l’action 
de Saturne, on aura 


__iee 
Shee aS a a 


=0,4219K; 


on ne peut donc pas supposer a K’ une plus petite valeur. 
A étant, par les observations, égal a 30°, cette valeur de K’ donne 


§ = 21°36'20", 


On aurait la vraie valeur de K’ si l’on connaissait le mouvement 
annuel du noeud de lorbite du satellite sur l’orbite de Saturne. Les 
équations (A) de l’article I donnent, en prenant pour plan fixe celui 
de l’orbite de Saturne, ce qui change o en A et rend T nul: 


On ioe ve x ; 
Jo = Ki siny cosy siny, 
On K’ siny cosy cosy 


=  K cosa 


ov sina 
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Suiyant le citoyen Lalande, on avait, en 1787, 


A= 22°49! ysetar ih’, yp = 64°13", 


En employant la valeur précédente de k’, on aura 


pour le mouvement annuel et rétrograde du noeud par rapport a Péqui- 
noxe fixe, le premier de ces deux termes étant relatif a attraction 
solaire. 

La diminution annuelle de linclinaison de l’orbite du satellite a 
l'orbite de Saturne, supposée fixe, est de 19",1. Les observations 
donnent 5'37” pour le mouvement annuel du noeud. Mais il suffit de 
considérer l’incertitude de ce genre d’obseryations, et particuliére- 
ment de celles de Cassini en 1714, pour reconnaitre que leur diffé- 
rence d’avec la théorie tient aux erreurs dont elles sont susceptibles. 

Le rapport de K’ & K diminue comme la cinquitme puissance de la 
distance du satellite au centre de Saturne. Ainsi, pour le sixieme 
satellite, le rayon r étant 20,295, il faut multiplier la valeur précé- 
dente de K’ par (3202) pour ayoir la valeur de K’ relative au 


20,299 


sixiéme satellite. On aura ainsi 
K'= 88,753K, 


ce qui donne 16/41” pour l’inclinaison 0 du plan fixe que nous avons 
considérée & l'équateur de Saturne, inclinaison insensible pour nous. 
Et comme le satellite se meut & tres peu pres sur ce plan fixe, si l’ar- 
bitraire « est nulle ou trés petite, on voit que l’action de Saturne peut 
maintenir a tres peu pres dans un méme plan l’orbite du sixiéme satel- 
lite, et a plus forte raison celles des satellites plus intérieurs et ses 
anneaux, ce qui est conforme a ce que j’ai démontré dans le dernier 
Chapitre du Livre V de la Mécanique céleste. 


-. de celle 


Cependant, si la masse du dernier satellite surpassait 5‘, 


de Saturne, l’orbite du sixieme pourrait, en vertu de son action, 
s'écarter sensiblement du plan de l’équateur. En effet, il est facile 
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de voir, par l’analyse de l'article I, que l’action du septieme satellite 
introduit dans l’expression de s relative au sixiéme satellite un terme 
de la forme 

K”¢ sind’ cosd' cos(v — Vv), 
Le 
ie 


K” étant 4 peu prés égal a »m étant la masse du dernier satellite, 


ip 
r étant le rayon de son orbite et 7, étant le rayon de l’orbite du sixiéme 
satellite. 4’ est l'inclinaison de l’orbite du sixiéme a celle du septiéme, 
et v' est lare de l’orbite du sixiéme satellite compris entre l’orbite 
du septieme et celle de Saturne. Il est visible que ce terme produirait 
un déplacement sensible a l’équateur de Saturne, si le rapport de K’ 
a K’ n’était pas une fraction peu considérable; or, en n’ayant égard 
qu’d action de Saturne, ona 


ALE K\ 3 
K/ = #88, 753 (2-2 ) lah Gees (3-28 ) 
: 10799 ,08 4 \59,194 


En supposant K” = K’, on aura 
m = 0,004828. 


La masse du dernier satellite est done au-dessous de cette valeur, et 
il y a lieu de penser qu'elle n’excéde pas ;45 de celle de Saturne; ce 
qui paraitra vraisemblable, si l’on considere que Ja masse du plus 


gros satellite de Jupiter n’est pas 77) de celle de la planéte. 


OL. 
ye 


Si l’on applique l’analyse précédente aux satellites d’Uranus, on 
trouve que l’action seule de cette planete ne suffit pas pour maintenir 
l’orbite de son dernier satellite dans le plan de son équateur. Quoique 
nous ignorions la durée de sa rotation, il n’est pas cependant vrai- 
semblable qu’elle soit beaucoup moindre que celle de Jupiter et de 
Saturne. 
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Supposons qu’elle soit la méme que celle de Saturne : l’équation 


trouvée dans l'article précédent, donnera, en observant qu’ici 
T'= 30689 jours, 

et que, suivant Herschel, r= 91,008, 
K’= 0,39815K. 


Le plan de l’équateur d’Uranus étant supposé perpendiculaire a trés 


peu pres a son orbite, si l’on fait 


— A! - A, 


to 


= étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, A’ sera un tres 


petit angle. Soit 


Le plan fixe sur lequel se meut l’orbite du dernier satellite coinci- 
derait done, & trés peu pres, avec celui de l’orbite de la planéte, et ce 
satellite cesserait 4 la longue de se mouvoir dans le plan de l’équateur 
et des orbes des autres satellites; mais il peut étre retenu dans ce der- 
nier plan par l’action des satellites intérieurs. Pour le faire voir, nous 
observerons que, par l'article I, action du satellite intérieur m” ajoute 
7 ot ak JM 
a la valeur de K’ la quantité {m”—, en supposant “une tres petite 

2 ~ 
fraction. A la yérité, cette fraction est, a tres peu pres, + par rapport 
au cinquiéme satellite; et alors ce que l’action de m’ ajoute a la valeur 
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alt 
7 


. . 2 . . . 
de K’ differe sensiblement de +7m”—~; mais cette approximation est 


2? 


suffisante pour notre objet. Cela posé, reprenons |’équation 


‘ain wots Ksin2A 
5°°— K+ Keos2A 
A étant égal a = — A’, A’ étant fort petit, ona 


ae og — Ksin2A 
Came he 


Si K’ surpasse sensiblement K, alors on a 


A! 


(=p 


Nous venons de voir que, sil’on n’aégard qu’a l’action d’Uranus et 
du Soleil, K surpasse probablement K’; mais, si l’on suppose 


12 
r 
m! —- = K, 
re 


He 


on aura 
K-71, 39819 Kh 
et, par conséquent, 
~ 0, 39815 


. , , , ~ ~ ail 
K, relativement a Uranus, est égal & 0, 0000050115; de plus — = 5. 


On aura done 
m" — 0,000026728, 


la masse d’Uranus étant prise pour unité. Or cette masse du cin- 
quieme satellite ef méme une masse supérieure sont trés admis- 
sibles. L’orbe du sixieme satellite peut donc étre retenu dans le 
plan de Péquateur de la planete par l’action des satellites intérieurs. 
Quant aux orbes de ces satellites, l’action seule d’Uranus suffit pour 
les maintenir dans le plan de son équateur; car le rapport de K’ a K 
augmentant réciproquement comme la cinquiéme puissance du rayon 
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de l'orbite, on a, relativement au cinquieme satellite, 


ce qui donne 


J'ai supposé, dans l’analyse précédente, l’équateur de Saturne et 
son orbite immobiles; or l’action du Soleil et du dernier satellite de 
cette planéte fait rétrograder les nceuds de son équateur, et son orbite 
est en mouvement par l’action de Jupiter et d’Uranus; mais la lenteur 
de ces divers mouvements rend cette supposition admissible. En effet, 
le mouvement annuel et rétrograde de l’équateur de Saturne et celui 
de son orbite sur l’équateur s’élevent a peine & deux ou trois secondes, 
et les limites de la variation de Vinclinaison de lorbite & Péquateur 
sont toujours tres petites. Reprenons, cela posé, l’équation trouvée 
dans l'article I, 


dscosx _ —qditsinall 


sino p—qcosall 


En l’intégrant, on aura 


2 


, 1 (‘dp —dqcos2il 
log sina =loga — }log(p —q cosall) + = f eral . 


Soient 
dp adil et dq =a«' all, 


a et a étant de tres petits coefficients, a raison de la lenteur des varia- 
tions de la position de l’orbite sur l’équateur de Saturne; on aura 


1 (4—«' cos2 IT) all 
By ali ey ererrcery 
Vp—qcosall 


P-q cos2Il 
? 


sino = 


e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité; d’ou 
lon yoit que l'inclinaison o est & tres peu prés la méme que si p et g 
étaient constants. Un raisonnement semblable s’applique a l’expres- 
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sion de II et nous montre que les variations tres lentes des noeuds et 
de Vinclinaison de l’équateur de Saturne a son orbite n’altérent point 
sensiblement les résultats précédents. L’équateur de Saturne entraine 
dans son mouvement les orbites des six premiers satellites et des 
anneaux, de maniére quwils coincident toujours avec le plan de 
Péquateur. 


ay = 12 een, 
ay Ae ~— 4 
: .h ay he a : : a 
ee ta cata niga iv: - re | 
~ : Alona heave athe — ay eases ; 
ais, CU eae vou on - 
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THEORIE DE LA LUNE”. 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, Y° Série, T. 1; prairial an 1X (2). 


Il existe dans lorbe lunaire un mouvement de nutation analogue 3 
celui de Péquateur terrestre, et dont la période est celle du mouve- 
ment des noeuds de la Lune. Le sphéroide terrestre, par son attraction 
sur ce satellite, fait osciller ’orbite lunaire comme I’attraction de la 
Lune sur le sphéroide terrestre fait osciller notre équateur. L’étendue 
de cette nutation dépend de l’aplatissement de la Terre et peut ainsi 
répandre un grand jour sur cet élément important. Il en résulte, dans 
la latitude de la Lune, une inégalité proportionnelle a sa longitude 
moyenne, et dont le coefficient est — 6,5, si l’aplatissement de la 
Terre est 53;- Ce coefficient augmente et s’éleve a — 13’, 5, si cet apla- 
tissement est 5,5. Cette inégalité revient & supposer que l’orbite lu- 
naire, au lieu de se mouvoir sur l’écliptique en conservant sur elle 
une inclinaison constante, se meut avec la méme condition sur un 
plan passant par les équinoxes, entre l’équateur et l’écliptique, et in- 
cliné & ce dernier plan de 6”,5 dans l’hypothese de 5+, d’aplatissement, 
phénomene analogue a celui que j’ai remarqué dans les orbes des sa- 
tellites de Jupiter. (Voir |’ Exposition du systéme du monde, Livre IV, 
Chapitre VI.) 

Déja la comparaison d’un grand nombre d’observations avait indiqué 
aM. Burg, astronome allemand tres distingué, une inégalité périodique 


(1) Lu le 26 prairial an VIU. 
(2) Memoires de l’ Institut national des Seiences et Arts, t. Il. 
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wo 


dans le mouvement des noeuds de la Lune, dont le maximum positil 
lui paraissait répondre & peu pres aux années 1778 et 1795, et dont 
le maximum négatif répondait aux années 1768 et 1787, ce qui est 
conforme & la marche de l’inégalité que j’ai trouvée. Mais M. Burg n’a 
pas déterminé la loi de cette inégalité qui influe a la fois sur la posi- 
tion des neeuds de la Lune et sur l’inclinaison de son orbite. La dé- 
couverte de cette loi est done un nouveau bienfait de la théorie de la 
pesanteur universelle, qui, sur ce point comme sur beaucoup d'autres, 
a deyancé les observations. M. Burg, dans sa piece qui vient d’étre 
couronnée par l'Institut national, m’avait engagé a rechercher la cause 
des anomalies qu'il ayait remarquées, par les observations, dans les 
noeuds de la Lune : l’analyse m’a conduit a celle que je viens d’an- 
noncer. Le citoyen Bouyard vient d’en comparer le résultat aux obser- 
yations : 220 observations de Maskeline, dans lesquelles linégalité 
précedente était & son maximum positif, combinées avec 220 observa- 
tions dans lesquelles elle était & son maximum négatif, lui ont donné 


—7°,5 4 tres peu pres pour son coefficient, ce qui répond a 5; 


siz d’apla- 
lissement pour la Terre. Ce coefficient s’éléverait & — 13’,5 si la Terre 
était homogéne. Son homogénéité est done exclue par les observations 
mémes du mouvement de la Lune. 

La consideration de Pinégalité précédente m’a fourni une nouvelle 
détermination de Vinégalité de la Lune, dépendante de la longitude 
du nceud. Les observations avaient porté Mayer a admettre cette der- 
niere inégalité, quoiqu’elle ne fut indiquée par aucune des théories 
de la Lune: il Payait fixée & 4” dans son maximum. Mason, par la com- 
paraison d'un grand nombre d’observations de Bradley, I’a trouvée 
de 7°. Enfin M. Burg, par un trés grand nombre d’observations de 
Maskeline, vient de la fixer a 6”,8. L’existence de cette inégalité parait 
done incontestable. Je ne l’avais trouvée d’abord, par la théorie de la 
pesanteur, que de 2” au plus; mais, ayant reconnu, depuis, la nutation 
de Vorbite lunaire, j'ai vu qu’elle influe tres sensiblement sur cette 
inégalite, et j'ai trouvé que son coefficient est a celui de linégalité 
precedente du mouvement en latitude, comme neuf fois et demie la 
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tangente de l’inclinaison moyenne de l’orbite lunaire est a l’unite. 
Cela donne 5’,6 pour ce coefficient dans l’hypothese de ;4, d’aplatis- 
sement pour la Terre. I] s’éléverait a 11”,5, si cet aplatissement était 


syo3 et, comme toutes les observations donnent un coefficient plus 


petit, elles concourent, avec celles du mouvement de la Lune en lati- 
tude, pour exclure Vhomogénéité de la Terre. Le coefficient 6’, 8, 
trouvé par M. Burg, répond a 5+, d’aplatissement, ce qui differe peu 
de Paplatissement =; donné par linégalité du mouvement en latitude. 
On voit donc que la comparaison d’un trés grand nombre d’obserya- 
tions de la Lune, tant en longitude qu’en latitude, peut déterminer 
cet aplatissement avec autant de précision que les mesures directes; 
et il est remarquable que cet astre, par observation suivie de ses 
mouvements, nous découvre la figure de la Terre dont il fit connaitre 
la rondeur aux premiers astronomes par ses éclipses. Il résulte encore 
de ses recherches que la pesanteur de la Lune vers la Terre n’est point 
exactement dirigée vers le centre de cette planéte, et se compose des 
attractions de toutes ses parties, ce qui fournit une confirmation nou- 
velle de attraction réciproque des molécules de la matiere. 

Voici présentement l’analyse qui m’a conduit & ces résultats et qui 
est entierement fondée sur les formules que j’ai données dans mon 
Traité de Mécanique céleste, auquel je renvoie pour les démonstrations 
de ces formules. Je conserverai toutes les dénominations de cet Ou- 
vrage : je supposeral, ains! que dans le n° 15 du Livre II, que les let- 
tres m, r, u, $, 9, ... Se rapportent a la Lune; que les lettres m’, 7’, w’, 
s’, %, ... se rapportent au Soleil; que le plan fixe auquel on rapporte 
leurs mouvements est celui de l’écliptique, et que M est la Terre. Je 
prendrai de plus, pour unité de masse, la somme M + m des masses 
de la Terre et de la Lune. Cela posé, on aura, par le n° 14 du Livre II 
et parle n° 35 du Livre III, 


u m'u" 
——— +m! u' 4- si — 25-453 cos(3" — 29")] 
~ =f SB oF hu 
us 1 2 2 1 
4- —““_. (Lag — ap) D? (p?— 4), 


(1+ s?)? 
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xp exprimant ici l’aplatissement de la Terre, dont D exprime le rayon 
moyen, et 29 exprimant le rapport de la force centrifuge & la pesan- 
teur 2 l’équateur; u est le sinus de la déclinaison de la Lune. En nom- 


mant A Vobliquité de l’écliptique, on aura, a tres peu pres, 
w= sindsine +s cosa. 
La valeur de Q contient done le terme 
2D*uis(tae— ap) sindA cosa sine, 


; ’ dQ : 
et par conséquent l’expression de ~ contient le terme 


2D*u3(hao — ap) sinacosdsine, 


La troisiéme des équations (K) du n° 45 du Livre If donnera ainsi, 


par son développement, une équation de cette forme 
o> — + (1+ 21)s — —— (tap — ap) sinaAcosAsine+..., 


— 1 étant le mouvement rétrograde du neeud de la Lune. En linté- 


grant, on voit que s contient le terme 
=F, ($29 — ap) sind cosa sing, 


I er . o , ' . ‘ 
, et A* lant a fort peu prés égaux a la moyenne distance a de la Lune 
a la Terre. 

D : 

, est la parallaxe horizontale de la Lune, que nous supposerons de 


57’; on a 
29 = s35> A = 23°28! et i = 0,004022, 


ce qui donne — 6’,5sing pour Vinégalité précédente, en supposant 
ap = 5,73 elle serait — 13’,5 sing, sil’on supposait ap = 51. 
Considérons présentement l’inégalité du mouvement de la Lune en 


longitude. Pour cela, reprenons la formule (T) du n° 46 du Livre I. 
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Nous observerons que, dans cette formule, 


I 


Ra =, 


r 
ois is 
ce qui donne, en considérant que u = AGEEN) 


m' u'3 2 
R= — m'u'— —,— [1—3s?+ 3 cos(2 — 29’)] 


4 


D2 
i is Gah 
— (fa0 — ap) wa 25 sind cosAsiny —.... 


Or on a, par ce qui précede, 


2 
s=ysin[(1+7)¢— @]- > (429 ap) sind cosa sine. 


R contient donc Ja fonction 


D?> : ; 
2m! u's r? wok ($%9 — ap) sinAcosaAcos(iv — 9) 
, D?y . , 
— (3%9 — ap) mae sind cosa cos(iv — 9). 
Si l'on désigne par nz et n't les moyens mouvements de la Lune et 


du Soleil, ¢ exprimant le temps, on a, en regardant l’orbite du Soleil 


comme circulaire, 3 
TooNe 
BDU ap (=) . . 
i 


On sait, de plus, par la théorie de la Lune, que z est a fort peu prés 


, sepes (ele \ het : aids 
égal a 5 (=) ; les termes précédents de R deviennent ainsi 


2 


Dyes Qh\ = 2% ’ 7 

= ($ a9 — ap) qi ps) Sind cosd cos (int — 9). 
Maintenant on peut supposer que, dans la formule (T), la caracté- 

ristique 6 se rapporte ala quantité {a9 — ap; nous ferons donc cette 

supposition; mais alors, pour avoir la valeur complete de éR, il faut 


: ne tr . 
avoir celle de ér, car le terme — ——+— de l’expression de R donne 
4 
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miu®ror 


dans 6R celui-ci — ”“—**", auquel il serait nécessaire d’avoir égard 
: 2 


si 2r contenait un terme de la forme * cos (int —); car, mua’ étant 
égal a 47, il en résulterait dans 2R un terme dépendant de cos(ént—9), 
qui serait du méme ordre que ceux auxquels nous venons d’avoir 
égard dans l’expression de R. Il importe done de déterminer la valeur 
de OR. 

Pour cela, reprenons l’équation (S) du n° 46 du Livre IT. La carac- 
(éristique différentielle d se rapportant aux seules coordonnées de la 
Lune, elle se rapporte & l'angle zt — 0; en ne considérant done que 


les termes dépendants de cet angle, on aura 
/ ddR=OdR, 
et alors equation (S) prendra cette forme 


adror ror , 
= — +} = a. FT Gostzne— 0). 
dt? rs ( ) 


En lintegrant, on yoit que l’expression de ér ne contient point de 


termes dépendants de cos(id — 4) qui aient ¢ pour diviseur; il est 


mu?rdor 


done inutile d’avoir égard au terme — =~ de expression de eR, 


Cela pose, si l'on substitue dans la formule (T), au lieu de éR, 


D?y re C\) f. ; 
=, ' 20 — ap) ¢ _ =) sind cosA cos(int — 9); 


a* 


et, si apres les différentiations relatives & ¢ on suppose r = a, on aura 


1roD?y nat 


d3v = — a — (}%9 — ap) sind cosd cos(int — 6); 


de est ici l’angle compris entre les rayons yecteurs consécutifs r et 
r+ dr; or, ¢ exprimant la longitude de la Lune sur l’écliptique, on a, 
par le n° 46 du Livre II, 


1 1 ds? 
dy, = de{ 1+ — 8? — - —_}. 
2 2 dy? 
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En substituant done pour s sa valeur 


: , D? ; oe 
ysin((1+ ¢@)¢ — 6] + Prick ap)sind cosh sine, 
on aura, a trés peu pres, 
9 , D?yndt pans ‘ : : 
ddv,=d dv — i ($20 — ap) sind cosd cos(int — 9). 


Substituant pour dé¢ sa valeur et intégrant, on aura dans ¢, le 


terme 
ig? 


I ate Reale Fear ee 
ear ee 329) Sind cosa sin(9 — int), 


ou lon doit observer que langle 9 — it exprime la longitude du 
noeud. 


Soit donc L cette longitude; cette inégalité est 5’,6sinL si ap= 4,3 


PAL ate ty Me es .4 2 
elle s’éleve 4 11”,5sinL si ap = =. 
——————>o<S-—___— 
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MOUVEMENTS DE LA LUMIERE 


DANS 


LES MILIEUX DIAPHANES ('). 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, \'° Série, Tome X; 1810. 


La lumiere, en passant de l’air dans un milieu transparent non 
cristallisé, se réfracte de maniére que les sinus de réfraction et d’in- 
cidence sont constamment dans le méme rapport; mais, lorsqu’elle 
traverse la plupart des cristaux diaphanes, elle présente un singulier 
phénomene qui fut d’abord observé dans le cristal d’Islande, ot il est 
trés sensible. 

Un rayon qui tombe perpendiculairement sur une face d’un rhom- 
boide naturel de ce cristal se divise en deux faisceaux : l'un traverse 
le cristal sans.changer de direction; l'autre s’en écarte dans un plan 
parallele au plan mené perpendiculairement a la face, par l’axe du 
eristal, c’est-a-dire par la ligne qui joint les deux angles solides obtus 
de ce rhomboide, et qui, par conséquent, est également inctinée aux 
cétés de ces angles : le faisceau réfracté s’éloigne de l’axe, en formant 
avec lui un plus grand angle que le rayon incident. Nous nommerons 
section principale dune face naturelle ou artificielle un plan mené par 
cet axe, perpendiculairement a la face, et tout autre plan qui lui est 


(1) Lu le 30 janvier 1808. 
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fications ne sont point absolues; elles sont relatives & la position du 
rayon par rapport a l’axe du eristal, puisqu’un rayon rompu ordinaire- 
ment par un cristal est rompu extraordinairement par un autre si les 
sections principales de leurs faces opposées sont perpendiculaires 
entre elles. 

Il serait bien intéressant de rapporter la loi d’Huygens & des forces 
attractives et répulsives, ainsi que Newton I’a fait & l’égard de la loi de 
réfraction ordinaire : il est, en effet, tres vraisemblable qu’elle dépend 
de semblables forces, et je m’en suis assuré par les considérations 
suivantes qui conduisent & une théorie nouvelle de ce genre de phe- 
nomenes. 

On sait que le principe de la moindre action a généralement lieu 
dans le mouvement d’un point qui leur est soumis. En appliquant ce 
principe & Ja lumiére, on peut faire abstraction de la courbe insen- 
sible qu’elle déerit dans son passage du vide dans un milieu diaphane 
ef supposer son mouvement uniforme, lorsqu’elle y a pénétré dune 
quantité sensible. Le principe de la moindre action se réduit donc 
alors & ce que la lumiére parvient d’un point pris au dehors a un 
point pris dans l'intérieur du cristal, de maniere que, si l’on ajoute le 
produit de la droite qu'elle décrit au dehors, par sa vitesse primitive, 
au produit de la droite qu’elle décrit au dedans, par la vitesse corres- 
pondante, la somme soit un minimum. Ce principe donne toujours 
la vitesse de la lumiere dans un milieu diaphane, lorsque la loi de la 
réfraction est connue, et réciproquement il donne cette loi quand on 
connait la vitesse. Mais une condition & remplir dans le cas de la 
réfraction extraordinaire est que la vitesse du rayon lumineux dans 
le cristal soit indépendante de la maniére dont il y est entré et ne 
dépende que de sa position par rapport a l’axe du cristal, c’est-a-dire 
de l’angle que ce rayon forme avec une ligne paralléle A l’axe. En 
effet, si l'on imagine une face artificielle perpendiculaire a l’axe, tous 
les rayons intérieurs également inclinés a cet axe le seront également 
a la face ef seront évidemment soumis aux mémes forces au sortir du 
eristal : tous reprendront leur vitesse primitive dans le vide; la vitesse 
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dans l’intérieur est done pour tous la méme. (Voir la Note de la fin de 
ce Mémoire. ) 

En partant de ces données, je parviens aux deux équations diffé- 
rentielles que donne le principe de la moindre action, et dans les- 
quelles la vitesse intérieure est une fonction indéterminée de l’angle 
que le rayon réfracté forme avec l’axe du cristal. J’examine ensuite 
les deux cas les plus simples, auxquels je me borne, parce quils ren- 
ferment les lois de réfraction jusqu’a présent observées. Dans le pre- 
mier cas, le carré de la vitesse de la lumiere est augmenté dans l’inté- 
rieur du milieu d’une quantité constante. On sait que ce cas est celui 
des milieux diaphanes ordinaires et que cette constante exprime l’ac- 
tion du milieu sur la lumiere. Les deux équations précédentes mon- 
trent qu’alors les rayons incident et réfracté sont dans un méme plan 
perpendiculaire 4 la surface du milieu, et que les sinus des angles 
qu ils forment avec la verticale sont constamment dans le méme rap- 
port. 

Apres ce premier:cas, le plus simple est celui dans lequel l’action 
du milieu sur la lumiére est égale & une constante, plus un terme 
proportionnel au carré du cosinus de langle que le rayon réfracté 
forme avec l’axe; car cette action devant étre la méme de tous les 
cétés de l’axe, elle ne peut dépendre que des puissances paires du 
sinus et du cosinus de cet angle. L’expression du carré de la vitesse 
intérieure est alors de la méme forme que celle de l’action du milieu. 
En la substituant dans les équations différentielles du pringipe de la 
moindre action, je détermine les formules de réfraction relatives a ce 
cas, et je trouve qu’elles sont identiquement celles que donne la loi 
d’Huygens; d’ou il suit que cette loi satisfait & la fois au principe 
de la moindre action et a la condition que la vitesse inlérieure ne 
dépende que de l’angle formé par l’axe et par le rayon rétracte, ce 
qui ne laisse aucun lieu de douter qu'elle est due a des forces attrac- 
tives et répulsives dont l’action n’est sensible qu’a des distances insen- 
sibles. Jusqu’ici cette loi n’était qu’un résultat de l’observation, appro- 
chant de la vérité, dans les limites des erreurs dont les expériences les 
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plus précises sont encore susceptibles; maintenant on peut la eonsi- 
dérer comme une loi rigoureuse, puisqu’elle en remplit toutes les 
conditions. 

Une donnée précieuse pour déterminer la nature des forces dont 
elle dépend est l’expression de la vitesse, qui est égale & une fraction 
dont le numérateur est l’unité et dont le dénominateur est le rayon de 
l’ellipsoide d’Huygens, suivant lequel la lumiére se dirige, la vitesse 
dans le yide étant prise pour unité. La vitesse du rayon ordinaire dans 
le cristal est, comme I’on sait, constante et égale a lunité divisée par 
le rapport du sinus de réfraction au sinus d’incidence. Huygens a 
reconnu par l’expérience que ce rapport est & fort peu prés représenté 
par le demi-axe de réyolution de l’ellipsoide, ce qui lie entre elles les 
deux réfractions ordinaire et extraordinaire. Mais on peut démontrer 
de la maniére suivante que cette liaison remarquable est un résultat 
nécessaire de action du cristal sur la lumiere, et qu’il ne dépend que 
de la considération qu’un rayon ordinaire se change en rayon extraor- 
dinaire lorsque l’on change conyenablement sa position par rapport a 
l’axe d'un nouveau cristal. Si ce rayon est perpendiculaire & la face 
artificielle du cristal coupé perpendiculairement a son axe, il est clair 
qu'une inclinaison infiniment petite de l’axe sur la face, produite par 
une section infiniment yoisine de la premiere, suffit pour en faire un 
rayon extraordinaire. Cette inclinaison ne peut qu’altérer infiniment 
peu l’action du cristal et la vitesse du rayon dans son intérieur; cette 
vitesse est done alors celle du rayon extraordinaire, et par consé- 
quent elle est égale & Vunité divisée par le demi-axe de révolu- 
tion de lellipsoide. Elle surpasse ainsi généralement celle du rayon 
extraordinaire, la difference des carrés de ces deux vitesses étant 
proportionnelle au carré du sinus de langle que l’axe forme avec 
ce dernier rayon : cette différence représente celle de l’action du 
cristal sur ces deux especes de rayons. Elle est la plus grande lorsque 
le rayon incident sur une surface artificielle menée par l’axe du cristal 
est dans un plan perpendiculaire a cet axe: alors la réfraction extraor- 
dinaire suit la méme loi que la réfraction ordinaire; seulement, le 
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rapport des sinus de réfraction et d’incidence qui, dans le cas de la 
réfraction ordinaire, est le demi petit axe de l’ellipsoide, est égal au 
demi grand axe dans la réfraction extraordinaire. 

Suivant Huygens, la vitesse du rayon extraordinaire dans le cristal 
est exprimée par le rayon méme de l’ellipsoide; son hypothése ne 
satisfait done point au principe de la moindre action, mais il est 
remarquable qu’elle satisfasse au principe de Fermat, qui consiste 
en ce que la lumiere parvient d’un point pris au dehors du cristal 
’ un point pris dans son intérieur, dans le moins de temps possible; 
car il est visible que ce principe revient a celui de la moindre action, 
en y renyersant l’expression de la vitesse. Ainsi l’un et l’autre de ces 
principes conduisent a la loi de la réfraction, découverte par Huygens, 
pourvu que, dans le principe de Fermat, on prenne, avec Huygens, le 
rayon de l’ellipsoide pour représenter la vitesse et que, dans le prin- 
cipe de la moindre action, ce rayon représente le temps employé par 
la lumiére a parcourir un espace déterminé pris pour unité. Si les 
axes de l’ellipsoide sont égaux entre eux, il deyient une sphére, et la 
réfraction se change en réfraction ordinaire. Ainsi, dans ces phéno- 
menes, la nature en allant du simple au composé fait succéder les 
formes elliptiques a la forme circulaire comme dans les mouvements 
et la figure des corps célestes. 

Liidentité de la loi d’Huygens avec le principe de Fermat a lieu 
généralement, quel que soit le sphéroide qui, dans son hypothese, 
représente la vitesse intérieure. Je fais voir tres simplement que 
cette identité résulte de la maniére ingénieuse dont Huygens enyi- 
sage la propagation des ondes de lumiére; en sorte que cette ma- 
niére, quoique trés hypothétique, représente encore toutes les lois 
de réfraction, qui peuvent étre dues & des forces attractives et répul- 
sives, puisque le principe de Fermat donne les mémes lois que celut 
de la moindre action, en y renyersant l’expression de la vitesse. 

Pour compléter la théorie précédente, je déduis des formules de 
réfraction, données par le principe de la moindre action, la réfrac- 
tion de la lumiére par les surfaces intérieures des cristaux diaphanes. 
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A leurs surfaces extérieures, elle se réfléchit en faisant l’angle de 
réflexion égal & langle d’ineidence; mais aux surfaces intérieures un: 
rayon, soit ordinaire, soit extraordinaire, se réfléchit en partie et se 
diyise par cette réflexion en deux faisceaux dont je détermine les 
directions respectives. M. Malus a, le premier, rattaché ces réflexions 
» la loi de réfraction d’Huygens, et il a fait & cet égard un grand 
nombre d’expériences. Leur accord remarquable avec les résultats 
du principe de la moindre action achéve de démontrer que tous les 
phénomenes de la réfraction et de la réflexion de la lumiére dans les 
cristaux sont le résultat de forces attractives et répulsives. 

Descartes est le premier qui ait publié la vraie loi de la réfraction 
ordinaire que Képler et d’autres physiciens avaient inutilement cher- 
chée. Huygens aflirme, dans sa Dioptrique, quwil l’a vue présentée 
sous une autre forme dans un manuscrit de Snellius, qu’on lui a dit 
avoir été communiqué & Descartes et d’ot. peut-étre, ajoute-t-il, ce 
dernier a Uiré le rapport constant des sinus de réfraction et dinei- 
dence. Mais cette réclamation tardive d’Huygens en faveur de son 
compatriote ne me parait pas suflisante pour enlever a Descartes le 
meérite d'une découverte que personne ne lui a contestée de son 
vivant. Ce grand géométre l’a déduite des deux propositions sui- 
vantes : l'une, que la vitesse de la lumiére paralléle a la surface d’in- 
cidence n'est altérée ni par la réflexion ni par la réfraction; l’autre, 
que la vitesse est différente dans les milieux divers et plus grande 
dans ceux qui réfractent plus la lumiére. Descartes en a conclu que, 
si, dans le passage d’un milieu dans un autre moins réfringent, l’in- 
clinaison du rayon lumineux est telle que l’expression du sinus de 
réfraction soit égale ou plus grande que l’unité, alors la réfraction se 
change en réflexion, les deux angles de réflexion et d’incidence étant 
égaux. Tous ces résultats sont conformes & la nature, comme Newton 
la fait voir par la théorie des forces attractives; mais les preuves 
que Descartes en a données sont inexactes, et il est assez remarquable 
qu’Huygens et lui soient parvenus, au moyen de théories incertaines 
ou fausses, aux yéritables lois de la réfraction de la lumiere. Descartes 
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eut a ce sujet, avec Fermat, une longue querelle que les cartésiens 
‘prolongérent apres sa mort, et qui fournit & Fermat l’occasion heu- 
reuse d’appliquer sa belle méthode De maximis et minimis aux expres- 
sions radicales. En considérant cette matiére sous un point de vue 
métaphysique, il chercha la loi de la réfraction par le principe que 
“nous avons exposé précédemment, et il fut tres surpris d’arriver a 
celle de Descartes. Mais, ayant trouvé que, pour satisfaire & son prin- 
cipe, la vitesse de la lumiere devait étre plus petite dans les milieux 
diaphanes que dans le vide, tandis que Descartes la supposait plus 
grande, il se confirma dans la pensée que les démonstrations de 
ce grand géométre étaient fautives. Maupertuis, convaincu par les 
raisonnements de Newton de la vérité des suppositions de Descartes, 
reconnut que la fonction qui, dans le mouvement de la lumiére, est 
un minimum n’est pas, comme Fermat le suppose, la somme des quo- 
tients, mais celle des produits des espaces décrits par les vitesses cor- 
respondantes. Ce résultat étendu a l’intégrale du produit de l’élément 
de l’espace par la vitesse dans les mouvements variables a conduit 
Euler au principe de la moindre action, que M. de Lagrange ensuite a 
dérivé des lois primordiales du mouvement. L’usage que je fais de ce 
principe, soit pour reconnaitre si la loi de réfraction extraordinaire 
donnée par Huygens dépend de forces attractives ou répulsives, et 
pour l’élever ainsi au rang des lois rigoureuses, soit pour déduire 
réciproquement lune de l’autre les lois de la réfraction et de la 
vitesse de la lumiére dans les milieux diaphanes, m’a paru mériter 
l’attention des physiciens et des géometres. 

Voici présentement mon analyse. Abaissons d’un point quelconque 
de la direction du rayon lumineux dans le vide une perpendiculaire 
sur la face du cristal; nommons p cette perpendiculaire, 4 l’angle 
d’incidence du rayon et o l’angle que sa projection forme avec une 
droite invariable située dans le plan de la face et passant par le point 
dincidence du rayon; nommons pareillement p’, 9’ et o les mémes 
quantités relatives au rayon réfracté; p + p’ sera la distance des deux 
plans paralléles a la face et passant respectivement par les deux points 
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pris sur les directions des deux rayons incident et réfracté. La distance 
des deux plans passant respectivement par les mémes points, perpen- 
diculairement & la face et parallélement a la droite invariable, sera 


ptang@sinw + p’ tang® sinw’. 


Enfin la distance des deux plans passant respectivement par les mémes 
points, perpendiculairement a la face et & la droite invariable, sera 


p tang cos + p’ tang 9’ coso’. 


Si l'on fait varier les angles 9, o, 0’ et o de maniére que les deux 
points pris sur les directions des rayons soient fixes, ces trois dis- 
tances resteront les mémes, et l’on aura les deux équations différen- 


tielles 


pdisine p' dad sinew’ 


cos? 6! 


+-p de tang9 cosw +- + p'do' tang’ cosa’, 


cos? 9 


» d9 cosa ‘ »' AD cose’ 1 
o= = A pp aes tang? sino + P rT ee — p'do' tang’ sino’. 
Ccos-o 20S 


Suivant le principe de la moindre action, la fonction a + Ska doit 

OS cosy 
étre un minimum, ¢ étant la vitesse du rayon dans Vintérieur du 
cristal lorsqu’il y a pénetré d’une quantité sensible, sa vitesse dans 
le vide étant prise pour unité; car on peut négliger la partie de lin- 
tégrale {ds relative & la courbe imperceptible que décrit le rayon a 
son passage dans le cristal, et dont nous exprimons l|’élément par ds. 
On a done 


o= —— + j 


; aI + ag ( aq 8 + 
cos?9 cos? 6! cos @ \ dé! 06 


9 a9 sin§ ¢ d9' sin 9’ p! ov ov 
fa Inv’ £ I 4 . dos! ; 


La premiere des trois équations differentielles précédentes, multi- 


pli¢e par sino et ajoutée a la seconde multipliée par cosa, donne 


dh RO ok: BRI aah he 
ay ere cos(w' — aw) + p' do’ tang)’ sin(w’— ov). 


pai 


Cette valeur de <<>> substituée dans la troisi¢me équation différen- 
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tielle, donne 
de sin§ 
cos26! 
eo di" sin 5! di! dv ds' ov 
costa case O8 cost du! 


cos(w’— w) + do’ sin§ tang9’ sin(w’ — o) 


En comparant séparément les coefficients de d6’ et do’, on aura les 
deux équations suivantes, données par le principe de la moindre 


action : 
; 4 Ov 
(1) sin § cos (m’— w) =» sing’ + <7 cost’, 
; ; : ov 
(2) sin @ sin 6’ sin(w’ — wo) =— ——- 
0D 


Quand la loi de réfraction est connue, on a les valeurs de 9 et o en 
fonctions de 0’ et de o’. Ces valeurs, substituées dans les deux équa- 
tions précédentes, donneront la vitesse ¢ du rayon lumineux corres- 
pondante a cette loi, du moins si la loi de réfraction est un résultat 
de forces attractives et répulsives. Réciproquement, si la vitesse ¢ est 
donnée, on aura, au moyen de ces équations, la loi correspondante 
de la réfraction. 

Dans lintérieur du cristal, la vitesse ne dépend que des angles 
formés par la direction du rayon et par des axes fixes dans l’intérieur 
du corps. Supposons qu’il n’y ait qu’un axe et que V soit l’angle formé 
par cet axe et par la direction du rayon réfracté, ¢ sera fonction de V. 
Si par axe on méne un plan perpendiculaire a la face du cristal et 
que l’on prenne pour la ligne invariable d’ou l’on compte les angles o 
et wo’ Vintersection de ce plan avec la face; si, de plus, on nomme A 


l'angle que fait avec la face un plan perpendiculaire a l’axe, on aura 
cos V = cosA cos9’— sind sin9’ cosa’. 
On aura done, en regardant » comme fonction de cosV, 


Ov ov ee : j , 
agit coe (cos sin§’-+ sind cos9' cosa’), 
ov ar: : : 
: i=. Foosv sind sin 9’ sino’. 

(oo) } 
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En multipliant l’équation (1) par sinO’sino’ et en en retranchant 
l'équation (2) multiphiée par cosa’, on aura 
: : wa ree Or ‘ 
(3) sin§ sinw = sin# sinw’( »e — cos V-——;; }- 
dcos\ 
Si l’on multiplie ensuite l’équation (1) par sin’ cosa’ et qu’on lajoute 
a l’équation (2) multipliée par sino’, on aura 
24:00 - Ov 
f sin 9 cosw = sin9§’ cosa’ ( » — cos V -——,, } — sind -——_,; 
(4) wate Hare dcos\ dcos\ 

Ces deux équations donneront la loi de la réfraction extraordinaire, 
lorsque ¢ sera donné en fonction de cos V, et réciproquement. De plus, 
elles satisferont & la condition que la vitesse du rayon lumineux, dans 
Vintérieur du cristal, ne dépende que de sa position par rapport a 
Vaxe du cristal. 

Nous observerons ici que non seulement ¢ doit étre fonction de 
cos V, mais qu'il ne doit dépendre que des puissances paires de cos V; 
ear nous avons observé ci-dessus que la vitesse ¢ est la méme pour 
tous les rayons qui forment avec l’axe le méme angle. Examinons pre- 
sentement les lois de la réfraction relatives aux deux expressions les 


plus simples de la vitesse. 
Premier cas. 


Le cas le plus simple de tous est celui dans lequel la vitesse ¢ est 
constante. Les équations (3) et (4) deviennent alors 


singsino =» sing’ sina’, 


sin§ cosm = v sin’ coso’. 
En diyisant la premiere par la seconde, on a 
lango — tango’, 


ce qui montre que les deux rayons incident et réfracté sont dans 
un meme plan perpendiculaire a la face d’incidence. En ajoutant 
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ensemble les carrés des mémes équations, on a 


: sin§ 
a0) —————— 
Vv 
’ 


ce qui donne le rapport constant des sinus de réfraction et d’inci- 
dence. 

Le cas que nous examinons est celui des milieux diaphanes ordi- 
naires. On sait qu’alors le carré de la vitesse de la lumicre est aug- 
menté par l’action du milieu d’une quantité constante qui mesure la 
force réfractive de ce milieu, et qui est égale a la différence des carrés 
des sinus d’incidence et de réfraction, divisée par le carré du sinus de 
réfraction. | Vour le Chapitre I du Livre X de la Mécanique céleste (').| 


Second cas. 


Le cas le plus simple aprés le précédent est celui dans lequel l’ac- 
tion du milieu est variable et égale & une constante, plus un terme 
proportionnel au carré du cosinus de l’angle V. Dans ce cas, l’expres- 
sion du carré de la vitesse v est de la forme 8?+ a? cos?V, ce qui 
donne 


ov a? cos V 


gcosV” 
Les équations (3) et (4) deviennent ainsi 


, ; 6? sin 9’ sinw’ 
sin 8 sin ow = ———_—_—__» 
Vv 
62 sin 8’ cosa’ a? sind cos V 
v v 


sin? cosw = 


Ces deux équations donnent 


oa? sink cos V 
Vv 


(sin 6coswo + 


\ 


; : 
) + sin?é sin?’w — 
En multipliant ensuite la derniere des mémes équations par sin?A, et 


(1) Okuvres de Laplace, t. IV. 
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substituant pour sind sin’ cos’ sa valeur cosA cos0’ — cosV, ona 


[> te" (62+ a? sin?) cos V ]? 
sind sin§ cosw + —— — a 


6* cos?A cos? 0! 


eo? 


Enfin, en multipliant cette équation par «? et en la retranchant de 
la précédente multipliée par 6? + a sin*A; en substituant ensuite au 
lieu de a* cos? V sa valeur »* — 8? et supposant 


pH=@+ea 
on trouve, apres toutes les réductions, 


62 \/6?-+ a? cos 6! 
x 


oo EE 


\ 62 p- 


—F aS PONTE, 
— sin? 9(6? cos*w + p sin’w) 
L’expression précédente de sin9 sina donne ainsi 


. Pree Vo'+ o? sind sinw 
(9) tang’ sinw ——— : = a 
Vv otp — sin*9(6* cos?w + p sin’w) 


expression de sin§ cosa donne, en y substituant au lieu de cosV sa 
valeur cosA cos®’ — sind sin9’ cosa’, 


a 67/6? + a? sind cosa a sink cosa 
(0) lang? cosa = — = ee ==" 
PV op — sin’? 6(6? cos*w + p sin’w) P 


Comparons maintenant ces résultats & ceux que donne la loi d’Huy- 
gens. 

Imaginons une face naturelle ou artificielle du cristal sur laquelle 
soit tracée lellipse AFE, dont le centre C soit cetui dun ellipsoide 
de réyolution AFED, CD étant le demi-axe de révolution, paralléle a 
l’axe du cristal. Menons par CD un plan perpendiculaire & la face et 
la coupant suivant la droite ACE. Soit RC un rayon incident, et me- 
nons par RC un plan perpendiculaire a la face et la coupant suivant 
la droite BCK. Menons encore, dans le plan RCK, OC perpendiculaire 
a CR, et placons dans l’angle OCK la droite OK perpendiculaire & OC, 
et qui représente la vitesse de la lumieére dans le vide, vitesse que 


nous prendrons pour unité. Dans le plan de l’ellipse AFE, menons 
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par le point K, KT perpendiculaire & CK. Si maintenant on concoit un 
plan mené par KT et tangent au sphéroide AFED, en I; la droite CI 
sera la direction du rayon réfracté. 


o 


a 
7 


Pour réduire cette construction en analyse, nommons, comme pré- 
cédemment, 9 langle d’incidence du rayon CR; nommons encore o 
Vangle que la projection CB de ce rayon sur la face du cristal forme 
avec AC; nommons pareillement 9’ l’angle de réfraction du rayon CI, 
eto langle que la projection de ce rayon sur la face forme avec CE. 
Soient a le demi grand axe de l’ellipsoide, 6 son demi-axe de révolu- 
tion, et A ’angle formé par la face du cristal et par un plan perpendi- 
culaire a l’axe de révolution; cela posé, on trouve les deux équations 
suivantes 


a* sind sinew 


tang sin wo! = —————— ee, 
A—a’*sin?9(b? cos*o + Asin’?o) 


a’? b? sin§ cosu ? B 
SS FF St 


tang 4’ cosw’ = — : = 
AVA — a’ sin? 9(0? cos?w + A sin’?o) A 


A et B étant donnés par les équations 


A= 6? + (a? — b*)sin*2, 


B = (a?— 6?) sinA cosh. 


Je ne donne point ici les démonstrations de ces formules auxquelles 
M. Malus est parvenu d’une maniére élégante, et que les géometres 
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tireront facilement de la construction d’Huygens : elles ont, comme 
on le yoit par l’inspection seule, une grande analogie avec les équa- 
tions (5) et (6); mais il est facile de voir qu’elles coincident entiere- 


ment avec elles, en faisant, dans les équations (5) et (6), 


ce qui donne 
V+ (@— b*) cos*V 


ab 


— 


Le rayon de l’ellipsoide est 


La vitesse de la lumiére rompue extraordinairement dans lintérieur 
du cristal est done égale & Punité divisée par ce rayon. 

Suivant Huygens, cette vitesse est représentée par le rayon méme; 
ses hypotheses ne satisfont done point au principe de la moindre ac- 
tion, mais elles satisfont & celui de Fermat, car ce dernier principe 
reyient & celui de la moindre action, en y renversant l’expression de 
la vitesse. 

On peut démontrer trés simplement lidentité de ce principe, et de 
la maniere dont Huygens envisage la réfraction de la lumiére. Il établit 
que toutes les parties d’une onde lumineuse qui sont dans un plan CO 
perpendiculaire au rayon incident CR parviennent dans le méme 
temps, et suivant des directions paralleles, au plan KI mené par KT 
tangentiellement au sphéroide dont C est le centre, et dont les rayons 
representent les vitesses de la lumiere dans le cristal. En effet, si l’on 
prend KO pour unité de temps, d’espace et de vitesse, le temps em- 
ploye a parcourir oc parallele a OK sera représenté par co, et, par con 

; : P . (eG i 4 ; 
sequent, il sera égal a | G- Le temps employé a parcourir c¢ paralléle 
a Cl sera au temps employé a parcourir Cl, et qu’il suppose étre égal 
au temps employé a parcourir KO, c’est-a-dire a l’unité, comme ci est 


. ; 5 eee » Ce 
a CI; ce temps est donc égal & —~- En l’ajoutant & ~, la somme sera 


KC Ké 
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Punité. Ainsi le point o de l’onde parvient en ¢ dans le méme temps 
que le point O parvient en K. Menons o’c’ infiniment prés de oc et pa- 
rallelement & cette ligne : le point o’ de l’onde parviendra en 7’ sui- 
vant la ligne brisée o’c’v’, dans une unité de temps. Menons présente- 
ment les droites c’o et cz, et supposons que le point o parvienne en z 
suivant la ligne brisée oc’r; c’o’ étant perpendiculaire a CO, la droite 
co peut étre supposée égale a c’o’, et les temps employés a les par- 
courir peuvent étre supposés égaux. De plus, le temps employé a par- 
courir cv’ peut étre supposé égal au temps employé a parcourir cz, 
parce que le plan Kz’ touchant en z’ le sphéroide semblable au sphé- 
roide AFED, dont le centre est en c’, et dont Jes dimensions sont dimi- 
nuées dans la raison de Ke’ & KC, les deux points z et z’ peuvent étre 
supposés a la surface de ce sphéroide. Selon Huygens, les vitesses sui- 
vant cz et cv’ sont proportionnelles a ces lignes; les temps employes a 
les parcourir sont done égaux. Ainsi le temps de la transmission de la 
lumiere suivant la ligne oc’z est égal a l’unité, comme suivant la ligne 
brisée oct. La différentielle de ces deux temps est done nulle, ce qui 
est le principe de Fermat. 

I] est clair que ce raisonnement a généralement lieu quelle que soit 
la position du point c’, et quand il ne serait pas sur la droite CK, 
pourvu qu il soit pres de cette droite sur la face du cristal; ce raison- 
nement est d’ailleurs indépendant de la nature du sphéroide dont les 
rayons représentent les vitesses de sa lumiere. 

En renversant l’expression de la vitesse, le principe de Fermat 
donne celui de la moindre action; les lois de réfraction qui résultent 
des hypothéses d’Huygens sont done généralement conformes a ce 
dernier principe et c’est la raison pour laquelle ces hypothéses repré- 
sentent la nature. 

Le principe de la moindre action peut servir encore & déterminer 
les lois de la réflexion de la lumiére; car, quoique la nature de la force 
qui fait rejaillir la lumiére & la surface des corps soit inconnue, cepen- 
dant on peut la considérer comme une force répulsive qui rend en 
sens contraire a la lumiére la vitesse quelle lui fait perdre, de méme 
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que l’élasticité restitue aux corps en sens contraire la vitesse qu'elle 
détruit; or on sait que, dans ce cas, le principe de la moindre action 
subsiste toujours. A l’égard d’un rayon lumineux, soit ordinaire, soit 
extraordinaire, réfléchi par la surface extéricure d’un corps, ce prin- 
cipe se réduit & ce que la lumiere parvient d’un point & un autre par le 
chemin le.plus court de tous ceux qui rencontrent la surface. En effet, 
la vitesse de lalumiére réfléchie est la méme que celle de la lumiere 
directe; et l’on peut établir, en principe général, que lorsqu’un rayon 
lumineux, aprés ayoir éprouvé l’action de tant de forces que l'on 
voudra, revient dans le vide, il y reprend sa vitesse primitive. La con- 
dition du chemin le plus court donne l’égalité des angles de réflexion 
et d’incidence dans un plan perpendiculaire & la surface, ainsi que 
Ptolémée lavait déja remarqué. C’est la loi générale de la réflexion a 
la surface extérieure des corps. 

Mais, lorsque la lumiére, en entrant dans un cristal, s’est divisée en 
rayon ordinaire et rayon extraordinaire, une partie de ces rayons est 
réflechie par la surface intérieure & leur sortie du cristal. En se réflé- 
chissant, chaque rayon, soit ordinaire, soit extraordinaire, se divise 
en deux autres; en sorte qu’un rayon solaire, en pénétrant dans le 
cristal, forme, par sa réflexion partielle & la surface de sortie, quatre 
faisceaux distincts, dont nous allons déterminer les directions. 

Supposons d’abord les faces d’entrée et de sortie, que nous nomme- 
rons premiere et seconde face, paralleles. Donnons au cristal une épais- 
seur insensible et cependant plus grande que la somme des rayons des 
spheres d’activité des deux faces. Dans ce cas, on prouvera, par le rai- 
sonnement qui précede, que les quatre faisceaux réfléchis n’en forme- 
ront sensiblement qu’un seul, situé dans le plan d’incidence du rayon 
générateur, et formant avec la premiere face l’angle de réflexion égal 
a l’angle d’incidence. Restituons maintenant au cristal son épaisseur : 
il est clair que, dans ce cas, les faisceaux réfléchis aprés leur sortie 
par la premiere face prendront des directions paralléles a celles qu’ils 
avaient prises dans le premier cas. Ces faisceaux seront done paral- 
leles entre eux et au plan d’incidence du rayon générateur; seule- 
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ment, au lieu d’étre sensiblement confondus, comme dans le premier 
cas, ils seront séparés par des distances d’autant plus grandes que le 
cristal aura plus d’épaisseur.- 

Maintenant, sil’on considére un rayon quelconque intérieur, sortant 
en partie par la seconde face et en partie réfléchi par elle en deux fais- 
ceaux, le rayon sorti sera parallele au rayon générateur; car la lu- 
miere, en sortant du cristal, doit prendre une direction paralléle a 
celle qu’elle avait en y entrant, puisque les deux faces d’entrée et de 
sortie étant supposées paralléles, elle éprouve en sortant l’action des 
mémes forces qu’elle avait éprouvées en entrant, mais en sens con- 
traire. Concevons par la direction du rayon sorti un plan perpendicu- 
laire 4 la seconde face, et, dans ce plan, imaginons au dehors du 
cristal une droite passant par le point de sortie, et formant, avec la 
perpendiculaire & la face, mais du coté opposé a la direction du rayon 
sorti, le méme angle que cette direction; enfin concevyons un rayon 
solaire entrant suivant cette droite dans le cristal. Ce rayon se parta- 
gera 4 son entrée en deux autres, qui, au sortir du cristal par la pre- 
miere face, prendront des directions paralléles au rayon solaire avant 
son entrée par la seconde face; elles seront visiblement paralléles aux 
directions des deux faisceaux réfléchis, ce quine peut avoir lieu qu’au- 
tant que les deux rayons dans lesquels se divise le rayon solaire en 
entrant par la seconde face se confondent respectivement daus l’inté- 
rieur du cristal avec les directions des deux faisceaux réfléchis. Or les 
formules précédentes donnent les directions des rayons dans lesquels 
le rayon solaire se divise; elles donneront done aussi celle des deux 
faisceaux réfléchis dans l’intérieur du cristal. 

Si les deux faces du cristal ne sont pas paralleles, on aura, par les 
mémes formules, les directions des deux rayons dans lesquels le rayon 
générateur se divise en pénétrant par la premiére face. On aura ensuite 
par ces formules les directions de chacun de ces rayons a leur sortie 
par la seconde face; ensuite la construction précédente donnera les 
directions dans l’intérieur des quatre faisceaux réfléchis par cette 
face; enfin, par nos formules, on conclura leurs directions au sortir 
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du cristal par la premiére face. On aura done ainsi tous les phéno- 
menes de la réflexion de la lumiére par les surfaces des cristaux dia- 
phanes. On pourrait les déduire directement de l’analyse qui nous a 
conduits aux formules de la réfraction; mais la méthode qui précede 


est beaucoup plus simple. 


NOTE. 


Je vais présentement démontrer cette proposition générale, savoir 
que, de quelque manitre qu'une molécule de lumiére parvienne du 
vide dans un milieu d’une densité quelconque, soit qu’elle y parvienne 
directement, soit qu'elle n’y parvienne qu’apres avoir traversé plu- 
sieurs autres milieux, dans tous ces cas, sa vitesse dans ce milieu sera 
toujours la méme. En effet, si on nomme ¢ cette vitesse; dm une 
molécule qui agit sur la lumiére, soit par attraction, soit par répul- 
sion; / sa distance & la molécule de lumiére; ¢(/) la loi de la force 
relative & la distance, on aura, par le principe de la conservation des 
forces vives, 


p?—at+ af [dm df o(f), 


a étant la vitesse de la lumiére dans le vide, et lintégrale devant 
sétendre a toutes les molécules qui agissent sur le rayon lumineux. 
On peul envisager cette intégrale de deux maniéres : dans la premiére, 
on ne la considére que trés pres de la surface d’entrée dans le milieu, 
et l'on concoit que, lorsque le rayon y a pénétré d’une quantité sen- 
sible, alors il est également attiré de toutes parts, et sa vitesse ne 
recoil plus d’accroissement. C’est ainsi que Newton a démontré le rap- 
port constant des sinus de réfraction et d’incidence. Dans la seconde 
maniere, on ne considere que l'action éprouvée par le rayon lumi- 
neux de la part des molécules qui en sont éloignées d’une quantité 
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moindre que le rayon de la sphere d’activité sensible de ces molé- 
cules; la valeur de [fam dfo(f) étant insensible relativement aux 
autres molécules, parce que l’accélération qu’elles ont produite dans 
le mouvement du rayon lorsqu’il s’en est approché a été détruite par 
le retardement que ce mouvement a éprouvé lorsque le rayon s’en est 
éloigné. Cette seconde maniere montre avec évidence que la vitesse 
est la méme, de quelque maniere que le rayon ait pénétré dans le mi- 
lieu, et quelles que soient les actions des molécules qu’il a rencon- 
trées, puisque l’intégrale [ [dm dfo(f) est nulle relativement a 
celles qui sont & une distance perceptible de la molécule lumineuse. 

Il suit de la que la lumiére en rentrant dans le vide, apres avoir 
éprouvé l’action d’un nombre quelconque de forces attractives et ré- 
pulsives, y reprend sa vitesse primitive. 

Les mémes résultats ont lieu relativement aux rayons extraordi- 
naires; car, sans connaitre la cause de la réfraction extraordinaire, on 
peut cependant assurer qu’elle est due & des forces attractives et 
répulsives qui agissent de molécule & molécule, suivant des fonctions 
quelconques de la distance, et qui, dans les cristaux, sont modifiées 
par la figure de leurs molécules intégrantes, par celle des molécules 
de la lumiere et par la maniere dont ces molécules se présentent les 
unes aux autres. En nommant donc R Ja résultante de toutes ces forces, 


et dr élément de sa direction, on aura 


p2— at af) ‘dm Rar. 


Maintenant il est visible que, relativement & une molécule dm du 
cristal, Vintégrale /R dr est nulle lorsque le rayon lumineux est a 
une distance sensible de cette molécule; car, dans le passage de ce 
rayon & travers la sphere d’activité sensible de ta moleécule, les élé- 
ments Rdr sont d’abord positifs, ensuite négatifs, et la somme des 
premiers est égale a celle des seconds et la détruit. En cela ces forces 
different de celles qui naissent du frottement et de la résistance des 
milieux, et qui, dans toutes les directions, retardent constamment la 
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vitesse. L’intégrale [ [dm Rdr ne dépend done que de l’action que le 
rayon a-éprouvée de la part des molécules dont il n’est Gloigné que 
d'une quantité plus petite que le rayon de la sphere d’activité sen- 
sible. Ainsi, lorsqu’un rayon extraordinaire est & une distance sensible 
de la surface d’un cristal, et dans son intérieur, sa vitesse est toujours 
laméme, quelles que soient la nature de cette surface et la maniere 
dont le rayon a pénétré dans le cristal, pourvu que sa direction soit la 
méme. Done, si les forces qui produisent la réfraction extraordinaire 
sont les mémes de tous les cotés de l’axe du cristal, la vitesse du rayon 
dans l'intérieur ne dépendra que de l’angle formé par sa direction 
avec l’axe. On yoit encore que le rayon rentrant dans le vide y repren- 
dra sa vitesse primitive. 

En général, toutes les forces attractives et répulsives de la nature 
se réduisent, en derniére analyse, & des forces semblables agissant de 
molécule & molécule. C’est ainsi que j’ai fait voir, dans ma Theorie de 
Faction capillaire, que les attractions et répulsions des petits corps 
qui nagent sur un liquide, et généralement tous les phénoménes ca- 
pillaires, dépendent d’attractions de molécule & molécule qui ne sont 
sensibles qu’a des distances imperceptibles. On a essayé pareillement 
de ramener a des actions de molécule & molécule les phénoménes 
electriques et magnétiques; on peut y ramener encore ceux que pré- 
sentent les corps ¢lastiques. Pour déterminer l’équilibre et le mouve- 
ment dune lame élastique naturellement rectiligne et pliée suivant 
une courbe quelconque, on a supposé que, dans chaque point, son 
ressort est en raison inverse du rayon de courbure. Mais cette loi n’est 
que secondaire et dérive de l’action attractive et répulsive des molé- 
cules, suivant une fonction de la distance. Pour mettre cette dériva- 
tion en evidence, il faut concevyoir chaque molécule d’un corps élas- 
tique dans son état naturel en équilibre au milieu des forces attrac- 
tives et répulsives qu’elle éprouve de la part des autres molécules, 
les forces répulsives étant dues, soit & la chaleur, soit A d’autres 
causes. I] faut supposer ensuite que les molécules tendent a reprendre 


leur position respective naturelle lorsqu’on les en écarte infiniment 
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peu. Ainsi deux molécules en équilibre entre leurs forces attractives 
et répulsives, et séparées l’une de l’autre par un intervalle quel- 
conque, reviendront & cette distance mutuelle, soit qu’on l’augmente, 
soit qu’on la diminue, si l’une de ces deux conditions est remplie, et 
alors leur équilibre sera stable. Imaginons présentement une lame 
tres mince, élastique, rectiligne et fixée par une de ses extrémités } 
un plan qui lui soit perpendiculaire. En pliant la lame, son élément 
contigu au plan s’écartera de sa position naturelle d’un angle infini- 
ment petit que nous désignerons par a. En désignant par / la distance 
@une molécule de l’élément a une autre de ses molécules, cette dis- 
tance variera d’une quantité proportionnelle a «, et il en résultera 
une action mutuelle de ces molécules proportionnelle a cette varia- 
tion, ef que nous pouvons exprimer par Aw. La résultante de toutes 
ces forces tend a faire reprendre a |’élément son état naturel; mais, de 
quelque maniere qu’elles se combinent, leur résultante ou le ressort 
de l’élément est nécessairement proportionnel a « ou a l’angle de con- 
tingence, et par conséquent ce ressort est réciproque au rayon de 
courbure. Ce que nous venons de dire du premier élément de la lame 
s'applique un élément quelconque, en conceyant cet élément fixé 
par une de ses extrémités & un plan perpendiculaire & l’élément con- 
tigu. 

Maintenant, si l’on fait varier infiniment peu la position de la 
courbe, l’angle de contingence « deviendra « + éz, dx étant la varia- 
tion de cet angle, que nous supposerons infiniment petite par rapport 
a lui. La distance f de deux molécules de l’élément de la lame, corres- 
pondante & cet angle, variera d’une quantité proportionnelle a da, et 
que nous désignerons par qc. L’action mutuelle des deux molécules 
ayant été exprimée par ha, le produit de cette action par l’élément de 
sa direction sera donc Aga éx. Cette somme, étendue 2 toutes les mo- 
lécules de l’élément entier, sera de la forme Ma éx, M étant un coeffi- 
cient indépendant de « et de éa, et qui sera le méme pour tous les élé- 
ments de la lame, si elle est partout également épaisse et large, et si la 
longueur de ses éléments est supposée constante; nous représenterons 
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cette longueur par ds, que nous supposerons constant et invariable. La 
somme de toutes les forces, multipliées respectivement par les varia- 
tions des éléments de leurs directions, sera done proportionnelle a 

/adx; et, sil n’y a point de forces étrangéres, la lame étant supposée 
fixe par ses deux extrémités, on aura, par le principe des vitesses vir- 
tuelles, dans le cas de l’équilibre, fa da =o; d’otril suit que foe est 


. . . a ope , ‘ ds ‘ | 
un minimum dans la courbe d’équilibre. « est égal & —> r ctant le 


ds* Ra 
rayon de courbure; i est done un minimum dans cette courbe. 


« 


ds é{ant supposé constant, on peut diviser l’intégrale précédente par 
ds et la réduire ainsi & une intégrale finie; i est par conséquent 
un minimum dans la courbe d’équilibre de la lame élastique, ce qui 
est le principe de Daniel Bernoulli, qui a donné & cette intégrale le 
nom de force potentielle. (Voir ’Ouvrage d’Euler qui a pour titre : 
Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gau- 
dentes. ) 

Entin la considération des actions ad distans de molécule & molé- 
cule, élendue a la chaleur, conduit d’une maniére claire et précise 
aux veritables équations différentielles du mouvement de la chaleur 
dans les corps solides et de ses variations a leur surface, et par la cette 
branche trés importante de la Physique rentre dans le domaine de 
l’Analyse. 

On est parti, dans la théorie de l’équilibre et du mouvement de la 
chaleur, de ce principe, donné par Newton, savoir que la chaleur 
communiquée par un corps a un autre qui lui est contigu est propor- 
tionnelle & la difference de leurs températures. Ainsi une lame infini- 
ment mince d’un corps communique, dans un temps donné trés court, 
a celle qui la suit, une quantité de chaleur proportionnelle & la con- 
duetibilité du corps pour la chaleur et a l’exces de sa température 
sur celle de la lame suivante; mais elle recoit en méme temps de la 
lame qui la précéde une quantité de chaleur proportionnelle a l’exces 
de la température de cette lame sur la sienne, et c’est la différence 
de ces chaleurs regues et communiquées dans un instant infiniment 
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petit qui forme la différentielle de sa chaleur. Mais il se présente ici 
une difficulté que l’on n’a point encore résolue. Les quantités de cha- 
leur recues ef communiquées dans un instant ne peuvent étre que des 
infiniment petits du méme ordre que l’excés de température d’une 
lame sur celle de la lame qui la suit. La différence des chaleurs recues 
et communiquées est done un infiniment petit du second ordre, dont 
laccumulation dans un temps fini ne pourrait élever d’une quantité 
finie la température de la lame. Cette difficulté est analogue a celle 
que présentaient les théories des réfractions astronomiques. On y 
supposait l’atmosphere divisée en couches d’une épaisseur infiniment 
petite, dans lesquelles la lumiére se réfracte en passant d’une couche 
dans la suivante, comme si ces couches ayaient une épaisseur finie, 
ce qui donne a leur action une valeur infiniment grande. Cette diffi- 
culté n’a point lieu dans la théorie des réfractions, que j’ai donnée 
dans le Livre X de la Mécanique céleste, ot j'ai déduit cette théorie de 
Vaction ad distans des molécules des milieux diaphanes sur la lumiere. 
On fera pareillement disparaitre la difficulté précédente relative a la 
chaleur, en étendant son action au dela du contact. L’expérience a 
fait connaitre que cela a lieu dans l’air et dans les milieux rares, et 
que les corps chauds placés dans ces milieux transmettent leur cha- 
leur aux corps éloignés par un rayonnement analogue a celui de la 
lumiere par les corps lumineux. I] parait naturel d’admettre ce rayon- 
nement de la chaleur dans l’intérieur des corps denses; seulement la 
chaleur rayonnante intérieure est totalement interceptée par les molé- 
cules trés voisines de celle qui les échauffe, et dont l’action échauf- 
fante ne s’étend alors qu’ une trés petite distance. C’est a lexpé- 
rience & nous apprendre si cette distance est perceptible; nous la 
supposerons imperceptible, comme la sphere d’activité sensible de 
Vattraction moléculaire. 

Imaginons présentement une barre cylindrique trés mince et recou- 
verte d’un vernis, qui ne permette point a sa chaleur de se répandre 
latéralement au dehors. Une lame infiniment mince A de la barre, et 
perpendiculaire & sa longueur, sera échauffée par celles qui la pré- 
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cédent, et échauffera celles qui la suivent. En nommant done @ la 
coordonnée de la lame ou sa distance & la premivre extrémité de la 
barre, et wv sa température; en nommant pareillement 2 — s la coor- 
donnée d'une lame qui la précéde, et dont nous désignerons par w’ la 
température, l’action réciproque des deux lames tendra a échauffer la 
lame A proportionnellement & la différence u’— wu de leurs tempéra- 
tures, car cette difference, multipliée par une constante K, peut repre- 
senter la différence de leurs rayonnements caloriques l’une sur l'autre. 
Si l’on nomme ensuite w, la température d’une lame dont la coordon- 
née est av +s, la différence wu — u, multipliée par la constante K expri- 
mera la chaleur qu'elle recoit de la lame A; K(u’— uw) — K(u—u,) 
ou K(u’— 2u+ u,) exprimera done la chaleur qui accroit la tempeéra- 
ture de la lame A. Il faut multiplier cette quantité par ds et par la 
fonction qui exprime la loi de l’action échauffante relative & la dis- 
tance, loi que nous désignerons par 9(s). La différence des chaleurs 


recues el communiquées par la lame A sera done 
K fds(u'— 2u + u,) 9(S), 


lintégrale étant prise depuis s nul jusqu’au dela de la sphere d’action 
sensible de la chaleur; et, comme a cette limite la chaleur décroit avec 
une extréme rapidité & mesure que s augmente, cette intégrale peut 
étre prise depuis s nul jusqu’a s infini. Maintenant on a, en réduisant 
en série w et uw, par rapport aux puissances de s, 

ru 


u'’— 2u+u,=s*— + 


Oz? 


On peut ne considérer que le premier terme de Ia série, et alors on a 


eee Pu 
K / ds(u'—2u+u,)9(s)=K _ ifs ds 9(s). 

Maintenant l’accroissement de température de la lame A, dans l’in- 

stant dt, est proportionnelle a cette quantité multipliée par l’élément 

dt du temps. En supposant done que la caractéristique différentielle d 
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ne se rapporte qu’au temps ¢, on aura 


du=aa 5%, 


a étant une constante dépendante de la nature du corps. Si l’on fait, 
dans cette équation aux différences partielles, ac =v’, elle deviendra 


Oru 


du=dt —, 


et w sera fonction de x et tv’. Ainsi, en supposant deux barres de di- 
verses matiéres, mais de dimensions égales, échauffées l'une et l’autre 
a Porigine et de la méme maniére a leur premitre extrémité toujours 
entretenue a ce méme degré de température, w sera, relativement aux 
deux barres, la méme fonction de x et de “ ou at; les temps néces- 
saires pour que deux lames correspondantes dans chaque barre par- 
viennent 4 la méme température seront done réciproques aux con- 
stantes ad relatives 4 ces barres. Si donc on nomme plus conductible la 
barre qui arrive en moins de temps & une température donnée, on 
pourra représenter par a la conductibilité de la matiére. Mais la barre 
qui arrive le plus promptement a la méme température peut n’étre pas 
celle qui, dans le méme temps, conduit 2 une distance donnée le plus 
de chaleur; car la chaleur conduite dans un temps donné dépend a la 
fois de la conductibilité de la matiére et de sa chaleur spécifique, 
c’est-a-dire de la chaleur nécessaire pour élever d’un méme degré sa 
température. 


Dans le cas général ott l’on considére les trois dimensions d’un 


: ‘ : ‘ Ou ; ‘ 
corps solide, la méme analyse fait voir que —- est égal 4 une constante 


multipliée par la somme des trois differences partielles secondes 
Pra tO ue mb 
nate Oy?’ On X,Y, S 

Cette équation n’est relative qu’au mouvement de la chaleur dans 


étant les trois coordonnées de la molécule. 


V’intérieur du corps; pour avoir celle de son mouvement a la surface, 
nous observerons que la perte de chaleur du corps est due a la chaleur 
qu’il rayonne au dehors. Ce rayonnement est produit, non seulement 
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par la surface, mais encore par les couches qui en sont extremement 
voisines et qui sont comprises dans la sphere d'action sensible de la 
chaleur. En vertu de ce rayonnement, la surface parvient en trés peu 
dinstants & la température du vide ou du milieu qui l’environne, et il 
sétablit trés promptement une loi réguliére d’accroissement de la 
chaleur, depuis cette surface jusqu’a une trés petite profondeur égale 
au rayon de la sphere d’action de la chaleur. En nommant w la tempé- 
rature de la couche A cette profondeur, les variations de la chaleur des 
couches supérieures jusqu’a la surface seront proportionnelles a celles 
de w, la chaleur du milieu enyironnant étant prise pour le terme zéro. 
Ainsi les quantités de chaleur émises au dehors, dans l’instant dz, par 
chacune de ces couches, étant proportionnelles & sa température, elles 
seront proportionnelles a w, et par conséquent la perte de chaleur du 
corps lui sera aussi proportionnelle. C’est ce qui a été supposé jus- 
qu’ici par les physiciens; mais ils imaginaient que la surface elle- 
méme ayait une température plus éleyée que celle du milieu qui l’en- 
vironne, ce qui est contraire a la loi de continuité. La considération 
d'une action de la chaleur ad distans a done encore l’avantage de faire 
disparaitre cette difliculté et de donner des idées justes et précises du 
mouvement de la chaleur 4 la surface comme & lintérieur des corps. 

La theorie de écoulement des liquides par une trés petite ouver- 
ture faite & la base du vase qui les contient nous fournit un exemple 
de ces lois réguliéres de mouvement qui s’établissent dans un temps 
tres court. On sait que la vitesse du liquide qui s’écoule devient trés 
promptement proportionnelle & Ja racine carrée de sa hauteur au- 
dessus de ouverture, et que l’on peut, sans erreur sensible, calculer 
par cette loi la quantité de fluide écoulé, en négligeant celle qui 
s’ecoule ayant que la loi soit établie; la méme chose a lieu par rapport 
a écoulement de la chaleur, et ’'équation de cet écoulement, fondée 
sur la proportionnalité de la chaleur écoulée dans Vinstant dé a la 
temperature uw, peut étre employée sans crainte d’erreur sensible. En 
reunissant cette équation & celle du mouvement de la chaleur a |’inté- 
rieur, on pourra déterminer, pour un instant quelconque, la tempéra- 
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ture de tous-les points du corps. Le reste est une affaire d’analyse et 
devient étranger 4 l’objet de cette Note, dans laquelle j’ai cherché a 
établir que les phénoménes de la nature se réduisent en dernieére ana- 
lyse a des actions ad distans de molécule A molécule, et que la consi- 
dération de ces actions doit servir de base & la théorie mathématique 
de ces phénomenes. Mais, de méme que les géométres ayaient été con 
duits aux équations du mouvement de la Jumiere dans l’atmosphere, 
en partant d’une supposition inexacte, de méme l’hypothese de I’ac- 
tion de la chaleur limitée au contact peut conduire aux équations du 
mouvement de la chaleur dans l’intérieur et a la surface des corps. Je 
dois observer que M. Fourier est déja parvenu a ces équations, dont 
les véritables fondements me paraissent étre ceux que je viens de pré- 
senter. 

La considération de l’action mutuelle de molécules de la matiére 
fournit encore une démonstration directe du principe des vitesses 
virtuelles; car, en décomposant les actions réciproques des corps en 
actions de molécule a molécule, on peut facilement s’assurer que ce 
principe n’est que l’expression analytique et générale des conditions 
auxquelles ces actions doivent étre assujetties dans l'état d’équilibre. 
Lorsqu’un point est en équilibre entre des forces quelconques, il est 
aisé de voir que, si l’on fait varier infiniment peu la position du point, 
en sorte qu’il soit assujetti aux conditions de son mouvement, et qwil 
reste toujours sur la surface ou sur la courbe qwil doit suivre quand 
il n’est pas libre, la somme des forces qui le sollicitent, multipliées 
chacune par lespace qu il parcourt suivant sa direction, est égale a 
zéro [(Mécanique celeste, Livre I, n° 3) (')]. 

Considérons maintenant un systeme de points, que nous nomme- 
rons a, liés entre eux d’une maniere quelconque et assujettis & se mou- 
voir sur des courbes ou sur des surfaces données. On peut conceyoir 
ces courbes, ces surfaces, et généralement les liens inflexibles qui 
unissent ces points, comme étant formés eux-mémes d’une infinité de 


(1) OEuvres de Laplace, T. 1, p. 11. 
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points & liés tixement entre eux par des droites immatérielles et inva- 
riables; mais les lignes flexibles et inextensibles qui unissent les 
points @ peuvent étre concues comme formées de points 4, unis par 
des droites immatérielles qui peuvent tourner librement autour de 
ces points. Cela posé, l’'action des points @ les uns sur les autres, 
quand elle n’est pas immédiate, se transmet au moyen des points 6. 
Un point a agit sur le point 6 qui lui est contigu; celui-ci agit sur le 
point le plus yoisin, et ainsi de suite jusqu’a un second point @ qui 
agit de la méme maniére sur un troisieme. Dans ces actions réci- 
proques, la distance mutuelle de deux points 6 yoisins reste con- 
stante; en sorte que, en nommant / la distance infiniment petite qui 
les sépare, et p leur action mutuelle, qui, par Pégalité de Paction a la 
réaction, est laméme pour les deux points, le produit p éf est nul, of 
étant une variation de f compatible avee les conditions de la liaison 
des parties du systéme; car, / étant constant suivant ces conditions, 
of est nul. Dans la nature, of n'est pas rigoureusement nul, et, quelle 
que soit la force qui unit les points & consécutifs, une force quel- 
conque peut toujours faire yarier la distance qui les sépare; mais 
cette yariation est d’autant moindre que la force de cohésion est plus 
grande; en sorte que la rigidité et inextensibilité sont des abstrac- 
tions qui servent de limites 4 ces qualités des corps. Pour concevoir 
action immédiate d’un point @ sur un autre point, on peut imaginer 
chacun de ces points au centre d’une sphere immatérielle et impéné- 
trable qui ne permette pas a ces points de s’approcher au dela d’une 
limite égale & la somme des rayons des deux sphéres. Dans le choc, les 
deux sphéres se touchent, et la distance f qui sépare les points est a 
son minimum. La variation éf est done nulle, et en nommant p leur 
action mutuelle, le produit péf sera nul. Ainsi la pression d’un pointa 
sur une surface peut etre considérée comme le choc de ce point contre 
un point & de la surface. En conceyant ces points au centre des deux 
spheres que nous venons d’imaginer, la distance f de ces points au 
moment du choc sera la somme des rayons des spheres, et elle sera 
perpendiculaire a la surface. Le choc ayant lieu dans la direction de 
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cette distance, il se fera suivant la direction de la normale. En nom- 
mant done p l’action mutuelle des deux points ou la pression du 
point asur la surface, le produit pf sera nul, parce qu’alors éf est la 
variation de la normale, variation qui est nulle lorsque le point a est 
assujetti & se mouvoir sur la surface. 

Cela posé, considérons un des points queleonques a ou 6 du sys- 
teme. On peut toujours le concevoir comme un point isolé; mais alors 
il faut le supposer sollicité, non seulement par des forces extérieures, 
mais encore par l’action des points du systeme dont il est infiniment 
voisin. Soient donc S la force extérieure qui le sollicite, et s la direc- 
tion de cette force; soient encore f la distance de ce point a un autre 
infiniment voisin, et p l’action mutuelle de ces deux points. On a, par 
le principe des vitesses virtuelles, qui, comme on I’a yu, a lieu pour 
un point isole, 


le signe caractéristique intégral & comprenant tous les termes du 
méme genre que celui devant lequel i] est placé, et ¢’/ étant la varia- 
tion de f due a la variation de la premiére extrémité de cette distance 
ou du point que l’on considere. On formera des équations semblables 
pour chaque point du systéme. En les réunissant, l’action p dans leur 
somme sera multipliée par 2’f + 0’, o”f étant la variation de / rela- 
tive d sa seconde extrémité; en sorte que of + o”f= 2f. On a done 


(1) o=2Sds+ Xp df. 
Mais on a, par ce qui précéde, 0 = p2é/; par conséquent on a 
== 2 Sus, 
ce qui est le principe connu des vitesses virtuelles. 
J'ai donné, dans le Livre I de la Mécanique céleste, n° 14 ('), V'équa- 


tion (1), et j'ai cherché, dans le méme numéro, a établir que Lp df est 


nul. Cela est évident lorsque les points du systeme sont liés par des 


(1) OEuvres de Laplace, T.1, p. 42. 
OEuvres de L, — XII. 38 
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droites inflexibles ou des fils inextensibles dont / est la longueur, car 
alors éfest nul. Cela est encore visible lorsqu’il ya des corps qui peu- 
vent glisser le long de ces fils; dans tous ces cas, p représente la ten- 
sion du fil, qui est la méme dans toute sa longueur; cette longueur 
restant toujours la méme, p of est nul. Mais la maniére dont nous 
venons d’enyisager l’action mutuelle des corps, en la décomposant en 
actions de molécule & molécule, rend généralement évidente l’égalité 
de péf a zéro, et par conséquent aussi celle de ES ds a zéro. 

Il est visible que la démonstration précédente a également lieu 
pour un systeme de corps formé, en tout ou en partie, de liquides. 
Elle suppose seulement que les liens immatériels que l’on imagine 
entre les divers points du systeme ne sont ni élastiques ni extensibles 
avec résistance; autrement le principe des vitesses virtuelles, tel que 
nous yenons de l’énoncer, cesserait d’étre exact, et il faudrait y faire 


entrer la considération de ces forces d’élasticité et de résistance. 
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QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES 
ET SUR 


LEUR APPLICATION AUX PROBABILITES ('). 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, I" Série, T. X, année 1809; 1810. 


L’analyse conduit souvent a des formules dont le calcul numérique, 
lorsqu’on y substitue de tres grands nombres, deyient impraticable, a 
cause de la multiplicité des termes et des facteurs dont elles sont 
composées. Cet inconvénient a lieu principalement dans la théorie 
des probabilités, ot l’on considére les événements répétés un grand 
nombre de fois. Il est donc utile alors de pouyoir transformer ces for- 
mules en séries d’autant plus conyergentes que les nombres substi- 
tués sont plus considérables. La premiére transformation de ce genre 
est due & Stirling, qui réduisit de la maniere la plus heureuse, dans 
une série semblable, le terme moyen du bindme élevé & une haute 
puissance; et le théoréme auquel il parvint peut étre mis au rang des 
plus belles choses que l’on ait trouyées dans l’analyse. Ce qui frappa 
surtout les géometres, et spécialement Moivre, quis’était occupé long- 
temps de cet objet, fut Pintroduction de la racine carrée de la circon- 
ference dont le rayon est Punité, dans une recherche qui semblait 


étrangere a cette transcendante. Stirling y était arrivé au moyen de 


(1) Lu le 9 avril 1810. 
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expression de la circonférence par une fraction dont le numeérateur 
et le dénominateur sont des produits en nombre infini, expression que 
Wallis avait donnée. Ce moyen indirect laissait & désirer une méthode 
directe et générale pour obtenir, non seulement l’approximation du 
terme moyen du bindme, mais encore celle de beaucoup d’autres for- 
mules plus compliquées et qui s’offrent & chaque pas dans l’analyse 
des hasards. C’est ce que je me suis proposé dans divers Mémoires 
publiés dans les Volumes de l’Académie des Sciences pour les an- 
nées 1778 et 1782 ('). La méthode que j’ai présentée dans ces Me- 
moires transforme généralement en séries convergentes les intégrales 
des équations linéaires aux différences ordinaires ou partielles, finies 
et infiniment petites, lorsqu’on substitue de grands nombres dans ces 
integrales. Elle s’étend encore & beaucoup d’autres formules sem- 
blables, telles que les differences tres éleyées des fonctions. Ces 
séries ont le plus souvent pour facteur la racine carrée de la cir- 
conférence, et c'est la raison pour laquelle cette transcendante s’est 
offerte & Stirling; mais, quelquefois, elles renferment des transcen- 
dantes supérieures dont le nombre est infini. 

Parmi les formules que j'ai transformées de cette maniére, lune 
des plus remarquables est celle de la difference finie de la puissance 
dune yariable. Mais on a frequemment besoin, dans les questions de 
probabilites, de ne considérer qu'une partie de ses termes et de l’ar- 
réter quand la variable, par ses diminutions successives, devient néga- 
tive. Ce cas a lieu, par exemple, dans le probleme ou I’on cherche la 
probabilité que Pinclinaison moyenne des orbes d’un nombre quel- 
conque de cométes est comprise dans des limites données, toutes les 
inclinaisons étant également possibles, probleme dont la solution sert 
a reconnaitre si ces orbes participent a la tendance primitive dés orbes 
des planétes et des satellites pour se rapprocher du plan de l’équateur 
solaire. En résolyant ce probleme, par la méthode que j’ai donnée pour 
ce genre de questions dans le Volume de l’Académie des Sciences de 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX et X. 
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Vannée 1778 ('), la probabilité dont il s’agit est exprimée par la diffe- 
rence finie de la puissance d’une variable qui décroit uniformément, 
les degrés de la puissance et de la différence étant le nombre méme 
des orbes que l’on considére, et la formule devant étre arrétée quand 
la variable devient négative. Le calcul numérique de cette formule est 
impraticable pour les cométes déja observées; car il faut considérer 
pres de cinquante termes trés composés et qui, étant alternativement 
positifs et négatifs, se détruisent presque entierement; de sorte que, 
pour avoir le résultat final de leur ensemble, il faudrait les calculer 
séparément avec une précision supérieure a celle que l’on peut obtenir 
au moyen des Tables les plus étendues de logarithmes. Cette difficulté 
m’a longtemps arrété : je suis enfin parvenu a la vaincre en considé- 
rant le probleme sous un point de yue nouveau, qui m’a conduit a 
exprimer la probabilité cherchée, par une série conyergente, dans 
le cas général ot les facilités des inclinaisons suivent une loi quel- 
conque. Ce probleme est identique avec celui dans lequel on cherche 
la probabilité que la moyenne des erreurs d’un grand nombre d’ob- 
servations sera comprise dans des limites données, et il résulte de 
ma solution que, en multipliant indéfiniment les observations, leur 
résultat moyen converge vers un terme fixe, de maniére que, en pre- 
nant de part et d’autre de ce terme un intervalle quelconque aussi 
petit que l’on voudra, la probabilité que le résultat tombera dans cet 
intervalle finira par ne differer de la certitude que d’une quantité 
moindre que toute grandeur assignable. Ce terme moyen se confond 
avec la vérité si les erreurs positives et négatives sont également pos- 
sibles, et généralement ce terme est l’abscisse de la courbe de facilité 
des erreurs correspondante a l’ordonnée du centre de grayité de l’aire 
de cette courbe, l’origine des abscisses étant celle des erreurs. 

En comparant les deux solutions du probleme obtenues par les 
méthodes dont je viens de parler, on a, par des séries conyergentes, 
la valeur de la différence finie des puissances élevées d’une variable 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX. 
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et celles de beaucoup d’autres fonctions pareilles, en les arrétant au 
point ou la variable deyient négative; mais, ce moyen étant indirect, 
j'ai cherché une méthode directe pour obtenir ces approximations, et 
j'y suis parvenu a l’aide d’équations aux differences partielles finies 
et infiniment petites dont ces fonctions dépendent, ce qui conduit a 
divers théorémes curieux. Ces approximations se déduisent encore 
trés simplement du passage réciproque des résultats imaginaires aux 
résultats réels, dont j’ai donné divers exemples dans les Mémoires cités 
de Académie des Sciences et tout recemment dans le Tome VIII du 
Journal de U Ecole Polytechnique. \| est analogue & celui des nombres 
entiers positifs, aux nombres négatifs et aux nombres fractionnaires, 
passage dont les géometres ont su tirer, par induction, beaucoup d’im- 
portants théorémes; employé comme lui avec réserve, il devient un 
moyen fécond de découvertes, et il montre de plus en plus la géne- 
ralité de l’analyse. J’ose espérer que ces recherches, qui servent de 
supplément & celles que j'ai données autrefois sur le méme objet, 
pourront intéresser les géométres. 

Pour appliquer ces recherches aux orbes des cométes, j’ai considéré 
toutes celles que l’on a observyées jusqu’en 1807 inclusivement. Leur 
nombre s’éleye & quatre-vingt-dix-sept et, parmi elles, cinquante-deux 
ont un mouvement direct et quarante-cing un mouvement rétrograde ; 
inclinaison moyenne de leurs orbes & lécliptique differe tres peu de 
la moyenne de toutes les inclinaisons possibles ou d’un demi-angle 
droit. On trouve par les formules de ce Mémoire que, en supposant les 
inclinaisons, ainsi que les mouvements directs et rétrogrades, égale- 
ment faciles, la probabilité que les résultats observés devraient se rap- 
procher dayantage de leur état moyen est beaucoup trop faible pour 
indiquer dans ces astres une tendance primitive & se mouvoir tous sur 
un méme plan et dans le méme sens. Mais, si l’on applique les mémes 
formules aux mouvements de rotation et de réyolution des planétes 
et des satellites, on voit que cette double tendance est indiquée avec 
une probabilité bien supérieure & celle du plus grand nombre des 
faits historiques sur lesquels on ne se permet aucun doute. 
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I. 


On suppose toutes les inclinaisons a lécliptique également pos- 
sibles depuis zéro jusqu’a langle droit, et l'on demande la probabi- 
lité que l’inclinaison moyenne de n orbites sera comprise dans des 
limites données. 

Désignons l’angle droit par 4, et représentons par & la loi de faci- 
lité des inclinaisons d’une orbite. Ici & sera constant depuis l’incli- 
naison nulle jusqu’a l’inclinaison A. Au dela de cette limite, la faci- 
lité est nulle; on pourra donc généralement représenter la facilité par 
k(1 — /), pourvu qu’on ne fasse commencer son second terme qu’a 
linclinaison / et que l’on suppose / égal & lunité dans le résultat du 
calcul. 

Cela posé, nommons Z, ¢,, ¢,, ... les inclinaisons des zn orbites, et 
supposons leur somme égale a s, nous aurons 


gE ee Se SNe Ae RS 


La probabilité de cette combinaison est évidemment le produit des 
probabilités des inclinaisons ¢, ¢,, f,, ..., et par conséquent elle est 
égale a A"(1 — /*)". En prenant la somme de toutes les probabilités 
relatives & chacune des combinaisons dans lesquelles l’équation pré- 
cédente a lieu, on aura la probabilité que la somme des inclinaisons 
des orbites sera égale as. Pour avoir cette somme de probabilités, on 


observera que l’équation précédente donne 
t= $s —¢,— 6,—=. oe ta4is 
Si l’on suppose d’abord 2@,, ¢,, ..., ¢,-, constants, les variations de ¢ 
ne dépendront que de celles de ¢, et pourront s’étendre depuis ¢ nul, 
auquel cas z, est égal 8 s —¢, —...— ¢,_,, Jusqu’a 
Pima bg Fo a eg 

ce qui rend ¢, nul. La somme de toutes les probabilités relatives a ces 
variations est évidemment 

re ay Cae Re i Shy): 
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I] faut ensuite multiplier cette fonction par dz, et lintégrer depuis ¢, 
nul jusqu’a 4, = s — ¢, —...— d,_,, ce qui donne 


. RAti = hye 


ni s (s — ty. En). 


En continuant ainsi jusqu’a la derniére variable, on aura la fonction 


nis sooth af eta 
1.2 (r= 1) 


il faut enfin multiplier cette fonction par ds et Pintégrer dans les 
limites données, que nous représenterons par s —e et s +e’, et l'on 
aura 


n — Jh\n 
SH Seauiat a PO Peat ime 


1.3.9... 


pour la probabilité que la somme des erreurs sera comprise dans ces 
limites. Mais on doit faire ici une observation importante. Un terme 
queleonque, tel que Q/“(s — e)”, ne peut avoir lieu qu’autant qu’un 
nombre r des yariables ¢, ¢,, ..-, ¢,-, commence & surpasser /; cat 
ce nest qu’ainsi que le facteur 2” peut étre introduit. Il faut alors 
augmenter chacune d’elles de la quantité A dans l’équation 


€-+¢,-+-f,--...+2,-,=5, 


ce qui revient & faire partir ces variables de zéro, en diminuant s 
de rh. Le terme Ql“(s —e)" devient ainsi Ql“(s — rh —e)". De 
plus, comme les variables ¢, ¢,, ... sont nécessairement positives, 
ce terme doit étre rejeté lorsque s — rh —e commence a devenir 


negatif, Par ce moyen, la fonction précédente devient, en y faisant 


l -I, 
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n(n —tr) 


== cca aie Sola degiai2. 


QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 307 


en rejetant les termes dans lesquels la quantité sous le signe de la 
puissance est négative. Cet artifice, étendu a des lois quelconques de 
facilités, donne une méthode générale pour déterminer la probabilité 
que erreur d’un nombre quelconque d’observations sera comprise 
dans des limites données. [Vozr les Mémoires de l Académie des Sciences, 
année 1778, page 240 et suivantes (').| 

Pour déterminer 4, nous ferons nm =1, s +e’ =hA et s—e nul. La 
formule précédente devient alors 4h; mais cette quantité doit étre 
égale & Punité, puisqu’il est certain que Vinclinaison doit tomber 
entre zéro et A. On a donc 


ce qui change la formule précédente dans celle-ci 


I 


Peay e aT (s nf) BLE SEG eye) 


nin —1) 
ie se + e'— 2h)” 
Te 


(s-—e— 2h)" 


Si l’on fait s +e’ =nh et s —e =o, la probabilité que la somme 
des inclinaisons sera comprise entre zéro et rh, étant la certitude ou 
Vunité, la formule précédente donne 


n(nrn—1 
nr —n(n—1)"- bea fe a cae a cB cht 
mee 


ce que l’on sait d’ailleurs. 
I. 


Appliquons cette formule aux inclinaisons des orbites des planetes. 
La somme des inclinaisons des autres orbites 4 celle de la Terre étaif, 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 396 et suivantes. 
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en degrés décimaux, de 91°,4187 au commencement de 1801. Sil’on 
fait varier les inclinaisons depuis zéro jusqu’a la demi-circonférence, 
on fait disparaitre la considération des mouvements rétrogrades; car 
le mouvement direct se change en rétrograde quand l'inelinaison sur- 
passe un angle droit. Ainsi la formule précédente donnera la proba- 
bilité que la somme des inclinaisons des orbites des dix autres pla: 
netes a l’écliptique ne surpassera pas 91°, 4187, en y faisant rn = 10%, 
h = 200°, s + e = 91°, 4187, s—e =o. On trouve alors cette proba- 
bilité égale a ae par conséquent, la probabilité que la somme 
des inclinaisons doit surpasser celle qui a été observée est égale a 


1 — 2°97". Cette probabilité approche tellement de la certitude que 


le résultat obseryé devyient inyraisemblable dans la supposition ot 
toutes les inclinaisons sont également possibles. Ce résultat indique 
done ayee une trés grande probabilité existence dune cause primi- 
tive quia déterminé les orbites des planétes & se rapprocher du plan 
de lécliptique ou, plus naturellement, du plan de ’équateur solaire. 
Il en est de méme du sens du mouvement des onze planétes, qui est 
celui de la rotation du Soleil. La probabilité que cela n’a pas dt avoir 
lieu est 1— =" Mais, si l’on considére que les dix-huit satellites 
observés jusqu’ici font leurs réyolutions dans le méme sens que leurs 
planetes respectiyes, et que les rotations obseryées, au nombre de 
treize dans les planétes, les satellites et lanneau ue Saturne, sont 
encore dirigées dans le méme sens, on aura 1 > 5m pour la proba- 
bilité que cela n’a pas dt avoir lieu dans I’ iverllesel a une égale pos- 
sibilité des mouvements directs et rétrogrades. Ainsi l’existence d’une 
cause commune qui a dirigé ces mouvements dans le sens de la rota- 
tion du Soleil est indiquée par les observations avec une probabilité 
extreme. 

Voyons maintenant si cette cause a influé sur les mouvements des 
cometes. Le nombre de celles qu’on a observées jusquwen 1807 inclu- 
sivement, en comptant pour la méme les diverses apparitions de celle 
(de 1759, est de quatre-vingt-dix-sept, dont cinquante-deux ont un 
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mouvement direct ef quarante-cing un mouvement rétrograde. La 
somme des inclinaisons des orbites des premieres est de 2622°, 944 et 
celle des inclinaisons des orbites des autres est de 2490°, 089. L’incli- 
naison moyenne de toutes ces orbites est de 51°,87663. Si dans la 
formule (a) de l’article précédent on suppose e’ =e et s = inh, elle 
devient 


Dans le cas présent, n = 97, h =100", e = 182°, 033, et alors elle 
donne la probabilité que la somme des inclinaisons doit étre comprise 
dans les limites 50° 1°,87664; mais le nombre considérable des 
termes de cette formule et la précision avec laquelle il faut ayoir 
chacun d’eux en rend le calcul impraticable. Il est done indispen- 
sable de chercher une méthode d’approximation pour ce genre d’ex- 
pressions analytiques ou de résoudre le probleme d’une autre maniére. 
C’est ce que j’ai fait par la méthode suivante. 


III. 


Je concois lintervalle £ divisé dans un nombre infini 2¢ de parties 


que je prends pour l’unité, et je considére la fonction 
eiBy—t4 e-(i-1)OY=14 | 4 eB Y-14 yy eOV—-1 4, 4 eli-1)aV-1 4 piny—-. 


en désignant maintenant par e le nombre dont le logarithme hyperbo- 
lique est Punite. 

En l’élevant & la puissance zn, le coefficient de e*¥' du développe- 
ment de cette puissance exprimera le nombre des combinaisons dans 
lesquelles la somme des inclinaisons des orbites est égale a /. Cette 
puissance peut étre mise sous la forme 


(1+ 2cosw + 2cCOS2H+...+ 20810)". 
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En la multipliant par dse“*V', le terme multiplié par e’*¥~! dans le 
développement de la puissance deviendra indépendant de o dans le 
produit; d’owu il est facile de conclure que l’on aura le coefficient de 


ce terme en prenant l’intégrale 
I > , . 
(a’) — {| dwcoslwa(1+2cosw +...+ 2c0sI0)”. 


depuis o nul jusqua o= 7, & étant la demi-circonférence ou 200°, 
ear les termes de lintégrale dépendants de o ne redeviennent tous 
nuls a la fois, et, pour la premiére fois, que dans ces limites. 
Maintenant on a 
So dal binkesiaces Waa Bk. 
I— COsSw 


costw sint’w 


= cosia.+ —7 
sin}w 


1+ 2C0SmD -+...+ 2cCoSin = 


Soit io = ¢, on aura 


ChAk 
cos— sind 
20 


cos}o@ siniw 
~- ~ = cost + ————_—_ 


cosiw + —; 
sinto ye 


De plus, si l’on fait 
‘= Vn, 
on aura 


cosla = cosrtyVn. 


La fonction (a@’) deyient done 


9 (ar)? 7 > si A 
(a") —— | dtcosrt Vn (S) a 


\ 


On a, en réduisant sind en série, 
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ce qui donne 


n TL Fs ere po BEF \ 
ee SE i ee ied gs 22: 
—=€ =o 6] I t aera 
t 180 , 


e etant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. La fone- 
tion (a”) prend alors cette forme 


(2i)” us 


(a") iJ fdecosrtyne ® (1 He—...). 


Considérons les différents termes de cette fonction. On a d’abord, en 


pat OEE Fs /n 
réduisant en série cosrtyz et faisant t= Va 


nt? > £! , \ 

* —_— ——— 6 4. f re P re d \ 
fdtcosrtyne Hh Ses = di! e-*( 5 oe? : Ort — ). 

. n ; ie ee ee Py / 


Lintégrale doit étre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, parce que z 


étant infini, ou ¢o devient infini & la limite o = 7; Vintégrale rela- 
tive ad’ doit done étre prise depuis “@ nul jusqu’’ “ infint. Dans ce cas, 
ona, comme je l’ai fait voir dans les Mémoires cites de ' Académie des 


Sciences pour année r798('), 
if dt'e-? = iV/n. 
On a ensuite, en intégrant par parties, 
perae eM — tle My 5 fat’ e's. 


En prenant l’intégrale depuis “@ nul jusqu’a ¢ infini, ce second 
i S 


membre se réduit a 5.5¥z. Généralement on a, dans les mémes 


limites, 
firmdd ets 1.3.9.(2m—1) , )— 
rf gm 2 \ ive 
On aura done 
nt? /6 @’-z \ a 3 
—- -— 6,75 Cs )i (6, 3" 
dt rty/n — = SS ee et ek Oates ee 
fadtcosrtVne Vive — a ig Pa: 


(1) CEuvres de Laplace, T. IX, p. 447: 
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Le premier terme de la fonction (@”) devient ainsi 


Considérons présentement le terme 


tin 


fants dte *cosrtVn. 


En intégrant par parties, ce terme devient 


fin tn 


—3@e *®cosrt¥n+3 fe “s d( es cosrtV/n). 


Mais ona 


Cn tin tn 


ee ay - " ee mz gun nee bs 
3fe *d(@cosrtyn)=9fldte * cosrtVn+ 3r = fedte © cosrty/n; 
ona ensuite 


Cr 9 On tn 


-= oT eee i281 per -- 
fedte *cosrt¥rn=——e * cosrtV¥n+ = fe : d(tcosrt Vn) 


fin fn ln 


aes a E cr ae cence - 
er? d(tcosrt¥n) = { dtcosrtV/ne +r fdte ° cosrty/n 


En reéunissant ces valeurs et prenant lintégrale depuis ¢ nul jusqu’a ¢ 


infini, on aura 


Cn € ”, ea 3 
2 ee _ 3 fix —tx 
| nt*dle : cosrtVn = — —e 2" (1 - 67?-+ 3r*), 
* yt Dit 


On peut obtenir facilement de cette autre maniére ’intégrale 


On 


fa cosrtV¥n tlle %, 


; p = rty—n . —riv=n 
Pour cela, on substituera, au lieu de cosrt yn, sa valeur ©———--° 
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Considérons d’abord lintégrale 
Pye 
4 fide erty—n Pfe 6 ; 
nous la mettrons sous cette forme 
4 ( (t/n —3r J=4)? 
3" ate 6 le 
Faisons 
tn —3rV—1 _ 
yo 
cette intégrale deviendra 
3 /6 PVG Aaa rye 
ol faren Wu sv=iy 
; Tie n- 
Sn) 1 
Mais elle doit étre prise depuis ¢’ = — ~—*—— jusqu’a linfini. La 
VAs) 
yartie Le-"Y~ de cosrt Vn donnera pareillement |’ intégrale 
| 2 V | 
me) Z 6 —3r ~- 
paty/4 ® fare oak V das aT} i 
TA Se ae 
Vintéegrale étant prise depuis ¢’ = te eee jusqu’a linfini. De 1a il est 
V6 
ne 
aisé de conclure que lintégrale [dt MS cosriyne ° est égale a 
3 i sg J 
28 5 “v6 —3rV/— 
LPS fae nn Bata 
7 \ HO» n/ 
Vintégrale-étant prise depuis ¢’ = — 2% jJusqu’a t’= + 2%, ou, ce qui 


revient au méme, 2 la partie réelle de Vintégrale 
ro) 


age C64 Bri) 
aaVE nf é 


Vintégrale étant prise depuis ¢’ nul jusqu’a /’ infini. En faisant 2/= 4, 


ona 


ne = Sum 
re e 


fdttcosrt~ne © = 


33(1— 677+ 37° Vin 


n> Vr 


ce qui coincide avec le résultat précédent. 
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La fonetion (a”) sera ainsi réduite dans la série descendante sui- 
vant les puissances de 7, 


(2%)" §-=535F 2 : 
= —e ? [1— — (1-679 7) 3k 
20 


On aura la somme de toutes les fonctions comprises entre — / et + 4, 
en observant que 1 est la différentielle de 2; or cette différentielle est 


« . Bo . I 
tdryn; on peut done substituer dry au lieu de >; La somme de 


toutes les fonctions dont il s’agit est ainsi, en doublant lintégrale, 


9 


"5 2 3 - - 
: /6 —o ss) wakes ee ¢ 
(22° (/ ~ f are ; | ——(1— 6r?+ 3r*) +... ]. 


2On 


Pour avoir la probabilité que la somme des inclinaisons sera com- 
prise entre —/ et +4, il faut diviser la fonction précédente par le 
nombre de toutes les combinaisons possibles, et ce nombre est (27)". 
On a done, pour cette probabilité, 


bd 3 


6 —-rif a 3 —_ ; 
\ dre * |1— —— (1—6r*+ 3r') +... 
Tt 207k ; 


. ’ 3 ¢ 3 

6 —=y3 3 r a | 

- / dre ? ——/(i—r*)e ? |, 
4 Ie 20n 


; l \- 
Pf Amen 3 a ae 
l 


Mais ona 


I aha? Roe Spe oe 
les limites de lintégrale sont done — —ryn et + “rn; par conseé- 
quent la probabilité que linelinaison moyenne des orbites sera com- 
; ae ri : . 
prise dans les limites £4 — — = ERAS Ze sera exprimée par l’in- 
a q 2Vn z 2Vn 
tegrale précédente. 


Si l'on fait =r? = s*, cette intégrale devient 


a i “Ai ES ; 
7 [ dse ‘ | ioe ae - st)+...| 


ou 
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Lorsque la valeur de s 4 sa limite est fort grande, alors [dsc 
approche de + yx, de maniere a en différer moins que d’une grandeur 
quelconque donnée, si l’on augmente indéfiniment le nombre n; de 
plus, les termes suivants — — e-* (3s — 25°) deviennent alors en- 


tiérement insensibles. On peut done, par l’accroissement de xz, res- 


serrer 2 la fois les limites 


et augmenter en méme temps la 


: 2\ Vt 

probabilité que Vinclinaison moyenne des orbites tombera entre les 

Hie rh He aye : 5 

limites $A + —» de maniere que la différence de la certitude a cette 
2Vn 


probabilité et Pintervalle compris entre ces limites soient moindres 
que toute grandeur assignable. 


Lorsque s est fort petit, on a, par une série convergente, 
¢ 
. Ly #Se I s* 
fas o-Ps — SS... 
e Die od 


Cette série peut étre employée lorsque s ne surpasse pas >; mais 
lorsqu’il le surpasse, on peut faire usage de la fraction continue que 
j'ai donnée dans le Livre X de la Mécanique céleste, 


‘ds eS = ae a — a ; 
2 9G 
J 2's rp tet Aan 
4G 
r+ —tt_ 
nse 
D , . I : : I P . : 
q étant égal a —.- La fraction continue ann Mgr réduit, suivant 


| ier af a oe aoe 


aia ae 
que l’on s’arréte au premier, au second, ... termes dans les fractions 
suivantes, alternativement plus grandes et plus petites que la fraction 
continue : 


I I I+ 2g 1+ 5q I1+9q+8¢97 
’ ae = = —— > ae areere 
I It+g i+3¢q 1+6q¢7+3¢q? %1+10¢+ 15g? ° 


Les numérateurs de ces fractions se déduisent les uns des autres, en 
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observant que le numérateur de la fraction c®™* est égal au nume- 
rateur de la fraction (e—1)*™*, plus au numérateur de la fraction 
(¢— 2)©™* multiplié par (¢ — 1)q. Les dénominateurs se déduisent les 


uns des autres de la méme maniere. 
IV. 


Nous pouvons maintenant appliquer nos formules aux cométes ob- 
servées, en faisant usage des données de l'article II. On a, d’aprés ces 


données, 


n 97> h =< 100%, 
rh : 5, 
—— — 1°, 87763, 
2VR 
ce qui donne 
( ~~ 25 
1,38797695 jm ops ss OG 
Sa — a Von V2 = 0, 452931. 
100% V97 V2 ere 


On peut ici faire usage de expression de lintégrale [ds e-" en série, 
et alors ona 


5 : : 
| ds e-** = 0,494 ae 


Vr ° 
La probabilité que Vinclinaison moyenne doit étre comprise dans les 
limites 5o® = 1°,87663 est, par la formule (a), égale & 0,4933, ou $ 
a fort peu pres; la probabilité que cette inclinaison doit étre au-des- 
sous est done ¢, et la probabilité qu’elle doit étre au-dessus est 4. 
Toutes ces probabilités sont trop peu différentes de $ pour que le 
résultat observé fasse rejeter ’hypothese d’une égale facilité des incli- 
naisons des orbites, et pour indiquer l’existence d’une cause primi- 
tive quia influé sur ces inclinaisons, cause que l’on ne peut s’empé- 
cher d’admettre dans les inclinaisons des orbes planétaires. 
La méme chose a lieu par rapport au sens du mouvement. La 
probabilité que, sur quatre-vingt-dix-sept cométes, quarante-cing 
au plus seront retrogrades, est la somme des quarante-six premiers 


4 


termes du binodme (p+ q)*’, en faisant p=g—4; mais la somme 


des quarante-huit premiers est la moitié du bindme ou 4; d’ot il est 
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facile de conclure que la probabilité cherchée est 


‘ 97 -96...50 48 48.49 

3 mei iow oul Ga 50.51 
Orona 

97-96...50 ——1.2.3...97 49, 

th Goma tg Oe Ls. gyre? 


i 1165 ; 
1¥,2394,-97, 40. ~\ 40 1164 
(1 3 49)? 297 pe 7 ie 2 

V/.48,5 8) 


On trouve ainsi la probabilité cherchée égale & 0,2713, fraction beau- 
coup trop grande pour qu’elle puisse indiquer une cause qui ait favo- 
risé, dans lorigine, les mouvements directs. Ainsi la cause qui a 
déterminé le sens des mouvements de rotation et de révolution des 
planctes et des satellites ne parait pas avoir influé sur le mouvement 


des cometes. 


ve 
1° 79 page I oS re ba 52 
Si l’on néglige les termes de l’ordre —, l’intégrale —= f[ dse~* ou 
a Nn \ VT 
5) 3 p —Sp ' eee? R F , 
EV 3 Jar e > exprime la probabilité que la somme des inclinat- 
Vn V 2- 
, é Oe h rh h rh 
sons des orbites sera comprise dans les limites A iene ea : 


avn 2 avin 


mais cette méme probabilité est, par l’article II, égale a 


ee i nowy Vn) we rr (n ee Vn 2 yi 


Teo Ore 
n(n —t) 
1.2 


(Cr nese) 


\ 7 


=(n—r Vn)” “ n(n = rin = 2) 
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cette fonction est done égale & l'intégrale précédente. Or on a, sans 
exclusion des quantités négatives élevées & la puissance 2 dans le 


premier membre, l’équation suivante : 


— — n(n —1) = * 
(n+ryn) —n(n+rVra—2)"+ ————(n-rv/n--4) =" 


23 


=(n+ryVn)"—al(n+ryna— Py ue ae 


f sat = n 
+(n—ryVn)*—an(n—ryn—2) +.... 


Le premier membre est, comme lon sait, égal & 1.2.3...2.2"3 la 
seconde expression de la probabilité devient ainsi, en éliminant 
(n —ryn)"—n(n —ryn—2)"+... au moyen de sa valeur donnée 
par l’équation précedente, 

. ay an. ae See re ATE be 
a aoe a n+ry¥n) —nl(a+ryVa— De oe Crea te |; 
en légalant & Vintégrale qui exprime la méme probabilité, on aura 
cette équation remarquable 


— ~~~ ---— [ n+rVn)"—n(n+rV/n—2)" 


n(n—t), — é : 
: —(n-+ryn = 4)... 1.9.8... nat 
1.2 ‘ : 


3 
2 
| ae 
; 


: \ = far e 


(b) 


Si, au lieu d’éliminer (2 — ryn)" — n(n —ry¥n—2)" +..., on éli- 


me © / | 


a : \a 
minail\(2+ryn, 


—n(n-+-ryn—2) +..., on aurait une équation 
qui coinciderait avec la précédente, en y faisant r négatif; ainsi cette 
equation a lieu, 7 étant positif ou négatif, Vintégrale devant commencer 
avec r, et la série des différences devant s’arréter lorsque la quantité 
éleyée a la puissance z devient négative. 


L’équation (b) differentiée par rapport & r donne 


\ n [( r= yn—t ( [~ n= oe —3r 
——_-—_—_——_ -Wr+ryn —A\n+rvVvnrn— he —e ’* 
re Sy ST Vn, uUn+ryn—2) +... \/ a 
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en différentiant encore, on aura 


Vt 
ee: Ee TD 


n—2 


ier yey =n reo) 


En continuant de différentier ainsi, on aura d’une maniere tres appro- 
chée les valeurs des différentielles successives du premier membre de 
réquation (b), pourvu que le nombre de ces différentiations soit tres 
petit relativement au nombre 7. Toutes ces équations ont lieu, r étant 
positif ou négatif; et lorsque r est nul, elles deviennent 


Ip . oo 
Vr oh, n(n—t) Ane / 
a es aan) n—-1 2 is n Paw —- / . 
1.2.3...(u—1)2” ( ve ae ise Upeh) \ 2% 
n n—2 w—2 1 = 
Pett reyes —n(n—2) eo eth d ad. PER Oe eae fp =o, 
n Vn ae: é /3 
er eae Berg) FparmsrD) me ate x spats Sater a SY gee ce SYS tod aL aR 
n? ; ; 
Dove em IV PD Gees VO heh aia dd oes clei Sve ema kee (ee 


£.2.3...(m— 4)2" 


Les seconds membres de ces équations sont zéro, lorsque l’exposant 
de la puissance est de la forme rn — 25, ce qu'il est facile de voir d’ail- 
leurs, en observant que 


n—*s __ n(n — 2)%—35 4 


est la moitié de la série n"-** — n(n — 2)”-*5+..., sans l’exclusion 
des quantités négatives élevées a la puissance nz — 25, série qui, étant 
la difference finie ni”? d’une puissance moindre que x, est nulle. 

On peut, en intégrant successivement l’équation (b), obtenir des 
théorémes analogues sur les différences des puissances supérieures 
a nr; ainsi l’on a par une premiere intégration 

1 


| ~~ —[(n erVyny a n(n+ryn—2)"*'+..—N,| 
(n'y 0? (n-+1)Vn.2 
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les intégrales commeneant avec 7, et N, étant égal a 
ne+l-__ p(n —a)**i+.... 


Pour déterminer cette fonction, nous observerons que ona 


neri_n(n—a)rti+... 
i n(n —1) n 
n|n*—n(n—2)"+ —— (n—G)"—-... , 
ino 
= an|(n —1+rV/n—1)"—(n—1)(a—1+ rye Spag, 9.04} 
en faisant ry” —1— —t1. Onaensuite 
n® — RC r— BF). SH 0 a 


car le premier membre de cette équation est la moitié de la série des 
différences, sans l’exclusion des quantités négatives élevées a la puts- 
sance n. De plus, si l'on change, dans l’équation (b’), x dans rn —1, 
renr’, et sil’on y suppose ensuite r’= — —*—, on aura a trés peu 


pres 


: ; 3 n 
Ne 2nN,-,+1.2.3 n alae fuses =" 
2h Vn —1 
si l'on fait 
Nit 225.57 20% 
on aura 
E i 3 n 


ce qui donne a trés peu pres, en intégrant, 
; {3 4 — 
0, = / — 7 (n -+- | /n: 
: \ 27 3 Pw 


il est facile de voir que l’on peut négliger ici la constante arbitraire. 
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Done 
—I 3 
Nya 125 34s ee) oF vnay/ 2 
partant 
(ORES eee Cee eee nam ee 
jhe DN .(n+1)2%/n 


a Pe ee Bs 
Sagas ae : 


En intégrant de nouveau, on a 


[Cn Bria = n(n +ryn— ow eae me 


= nit n(n 29 er | 


3 3 
== 5+ AA Had / Se ff ‘dre? , 


toutes les intégrales devant commencer avec 7. Mais on a 


sO Mee oye 


= 


n 
PAE Tt (1 28 es SN DBs (A a)ant ee 


En effet, on a, comme on sait, 
di n 
a a 
A” u— e rb ~ 


en appliquant a la caractéristique d les exposants des puissances de 


du : 4 ? 
=) dans le développement du second membre de cette équation, et « 


étant la variation de a. Si l’on fait u=a”*?, on aura, sans exclusion 
des puissances des quantités négatives, 


(27+ 2n)"?—pn(x2+2n—a)rt?+... 


a 


a 
We at ee ee ie a (S+ : et as 


anzx a? n? a 3) 


ce qui donne sans cette exclusion, et faisant 2 = — n eta = 2, 


i 
nev8— n(n — 2)ertt...=1.2.3...(m+2)2"—, 
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et, avec l’exclusion des puissances des quantités négatives, 
n® n(n —2)®*9 +. ..=1.2.3...(2+ a)arte5 


on a done 


See ayeeg ne Vay nee ray ed 


et ainsi de suite. 
VI. 


Le probléme que nous avons résolu dans l'article I, relativement 
aux inclinaisons, est le méme que celui dans lequel on se propose de 
déterminer la probabilité que erreur moyenne d’un nombre nr d’ob- 
seryations sera comprise dans des limites données, en supposant que 
les erreurs de chaque observation puissent également s’étendre dans 
linteryalle 2, Nous allons maintenant considérer le cas général dans 
lequel les facilités des erreurs suiyent une loi queleonque. 

Divisons l’interyalle 2, dans un nombre infint de parties ¢-+v’, les 
erreurs négatives pouvant s’étendre depuis zéro jusqu’a — ¢, et les 
erreurs positives depuis zéro jusqu’a v’. Pour chaque point de Pinter- 
valle , éleyons des ordonnées qui expriment les facilités des erreurs 
correspondantes; nommons ¢ le nombre des parties comprises depuis 
l’ordonnée relative a erreur zéro jusqu’a l’ordonnée du centre de gra- 
vité de l’aire de la courbe formée par ces ordonnées. Cela posé, repré- 


s a 
sentons par o(s7) la probabilité de Verreur s pour chaque obser- 


vation, et considérons la fonction 


—ti\ ~rR —(i—1) a 
7“ — Til fer fei bya 
o(= Se i ital, +9(—5 S fen ea) ety 8 eS 
f t+ 


oO P=) oy = zt PAN Cee 
te eo = = eee +O ara, ef —-1)o yi —— 77. el oy—1, 
t-+t Se cert 2 "Leite 


En élevant cette fonction a la puissance n, le coefficient de @7V-' 
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dans le développement de cette puissance sera la probabilité que la 
somme des erreurs de 7 observations sera 7, d’ou il suit que, en mul- 
tipliant la fonction précédente par e%7'~ et élevant le produit & la 
puissance 7, le coefficient de e"7~' dans le développement de ce pro- 
duit sera la probabilité que la somme des erreurs sera r+ nq. Ce 
produit est 


: [Ze(cte) ee] 


le signe be devant s’étendre depuis 7 = — ¢jusqu’a r =z’. Sil’on fait 
Pe Gg -.. g Ui Ee 
FES ea fy ere a et ee 


la fonction (0) devient, en réduisant les exponentielles en séries, 


Bel folf)ueeonnaves [GaGa 
(Ese ES 5 ies gy (2 hie 
= mn i je Q Th dx Ts = | ; 


a est l’abscisse dont Vordonnée est 2( 


Fe) lorigine des abscisses cor- 


respondantal’ordonnée relative 4 erreur zéro; q’ est l’abseisse corres- 
pondante a Vordonnée du centre de grayité de l’aire de la courbe; les 
or. 


ad ty) , " , ; iN oe Uh 
intégrales doivent étre prises depuis @ = 7 jusqu’a & = -—- On 


a, par la nature du centre de gravité de la courbe, 


en faisant 
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Si, conformément a l’analyse de l'article IV, on multiplie la fone- 
tion (0) par 2cosda, le terme indépendant de o dans le produit ex- 
primera la probabilité que la somme des erreurs sera ou rg —/ ou 
ng + /; en multipliant‘ce produit par do, et intégrant depuis o nul 


jusqu’a o —7, l’intégrale divisée par = exprimera cette probabilité 


qui sera ainsi, en rejetant les puissances impaires deo, qui sont multi- 


pliées par y—r et qui résultent du développement des sinus de o et 
de ses multiples dans la fonction (0), 


o(v+0')Pk* 2 


, E Besa: pvehsee ws n 
(0') ae 2 feosta| 1— (i+?) o +... do. 


Soit présentement 
(t+v)o=—6; 


on aura 


lo fs a (i + 0’)? aw? si le « - n a e+ 
gii1— —(ic Rat th ne oes §— — Ee | —_— ats 
: ak } ; : aah Nic amar 2k ; 


ce qui donne pour | [— vac +8 )\ at. a une expression de cette 


forme 


ke 
ne 


e ** (1+ Ant*-+...). 


La fonction (o’) deviendra done 


o 


“ (c+i')"k* 2 I lt = ne : 
(o") eerrcacr F-yaemaag ieee 7 J cos s———— te ** (re Ant +. 5), 
h T i+ 


t+ 


L’erreur de chaque observation devant nécessairement tomber dans 
lintervalle A, ona 
(t+ )k 
h 


Soit —— = ryn; lexpression précédente deviendra, en n’ayant égard 
qu’’ son premier terme, 


2 


ke 
* =< pit 
n(E- Fi) J cosrt Vn e ah dt, 
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ce qui, en intégrant depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, devient, par l’analyse 
de larticle HI, 


Si on multiplie cette fonction par d/, en l’intégrant on aura la pro- 
babilité que la somme des erreurs sera comprise dans les limites 
ng+loung+(i+v)ryn; orona 


Al=(e-u ep arya 


cette probabilité sera done 


2 aye eae 
Vn ey fe ak dr. 


i-+-v’ étant égal a h, et g’ pouvant étre substitué pour g, les limites 
précédentes deviendront 


ngthrvn, 
et celles de la moyenne des erreurs seront 
nee Se 
aaie 
Dans le cas que nous avons considéré dans l’article HI, ¢’ est nul; 


/ 


k=h, k =<+h; Vexpression précédente devient, en y faisant 7 = $7’, 


2. = 3 ee 
Ad S 2 
Vn /2. We dr", 


1 >»! 


See rh ; 
et les limites de la moyenne des erreurs sont + *— : ce qui est con- 
Vr ; 


forme a l’article cite. 

En général, g’ est nul lorsque la courbe des facilités des erreurs est 
symétrique de chaque cété de l’ordonnée correspondante a Verreur 
zero. Si la loi des facilités est représentée par A({A?— x), on aura 


A 


A 
dy ta 3 ke! — 3 
k= Gh, al’ Zh 
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et, par consequent, 


k = . 
— 


ainsi la probabilité que l’erreur moyenne des observations sera com- 
; egy rh 
prise dans les limites == — sera 


\ 7 


2 


—= 10 fe-" dr, 
vaved 


En appliquant & ce cas la méthode de l'article I, on aura l’expres- 
sion de laméme probabilité par une suite d’un trés grand nombre de 
termes, analogue & celle des différences finies, par laquelle nous avons 
déterminé la probabilité dans le cas d’une égale facilité des erreurs. 
Mais cette nouvelle suite, que nous ayons donnée dans les Mémoires 
cilés de l’ Académie des Sciences pour Vannée 1778, page 249 ('), est 
trop compliquée pour offrir par sa comparaison avec l’expression pré- 
cédente de la probabilité des résultats qui puissent intéresser les géo- 
metres. 

Dans le cas ott les erreurs peuvent s’étendre a Vinfini, analyse preé- 
eédente donne encore la probabilité que erreur moyenne d’un trés 
grand nombre d’observations sera resserrée dans les limites données. 
Pour yoir comment on peut alors appliquer cette analyse, supposons 

. 
que e P soit l’expression de la facilité des erreurs, lexposant de e 
devant toujours étre négatif et le méme pour des erreurs égales posi- 


lives et négatives. En supposant les erreurs positives, on aura 


A A 
J e Pdx- mt —e 2p), 
en prenantlintégrale depuis a2 nul jusqu’a « = +A. Pour avoir la va- 
leur entivre de 4, il faut doubler cette quantité, parce que les erreurs 
negatives donnent une quantité égale a la précédente; en supposant 
= 
done / assez grand pour que e *” disparaisse devant l’unité, ce qui a 
lieu exactement dans le cas de / infini, on aura a tres peu pres 
k=s5, 


') OEueres de Laplace, T. IX, p. 404. 


QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 327 


On trouvera de la méme maniere, en prenant l’intégrale { —j5~e ’, 
i bee 
as 
ainsi 
k h* 
2k’ hp? 


La probabilité que l’erreur moyenne sera comprise dans les limites 
rh 

+ — sera done 
Vn 


2 oh - #2 
—— fe *P* adr. 


: are : ry “147 
Soit rh =r’p, les limites deviennent = -, et la probabilité que 
Ve 
erreur moyenne sera comprise dans ces limites devient 


1 
I my | 
Senn é ’ dr' ; 
re if , 


alors la considération de A supposé infini disparait. 


Wins 


Le moyen qui nous a conduit & l’équation () de l'article V latssait 
a désirer une méthode directe pour y arriver; sa recherche est l'objet 
de Vanalyse suivante. 

Désignons par 9(7,7) le second membre de cette équation qu’il 


s’agit de déterminer; en la différentiant par rapport a7, elle donnera 


ore I : ee int Ni Seat oe et eae ay eee 
oye PC TO [Cr rV/n) n(n EEN: 2) Poe == iF o'(r, 2), 


o'(r,n), o’(r, nm), ... désignant les differences successives de 9(7, 7), 


divisées par les puissances correspondantes de dr; mais on a 


Cn ss oC ies n(n SI rv/n —_— Slee 4 a = 5) Cn = rvin — gyre — 


n—t1 


= (n—14+9r' Yn —1)"— (n—1) (n—14+1r Va—i—2) +... 


n—-1 


i i Sh pin) tn — 1a — 1 AN eo eee 9 eae nee 
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en faisant a 
myn—t =Fryn-+t, rVn—1=rVa-1. 


L’équation (4) donne, en y changeant zr dansn—1, 


I 
eee 


n—-1 


nod (n—1+r' Vn—1)"" & (a —a) Ge ii a) ee 


an-—l n—l 


—(n —1+ rn —1) + (n —1) (n —1+rVa—i— 2) 


=o9(7r',rn—1)—9(2", n—1); 
on a done cette équation aux différences partielles finies et infiniment 
petites 


(pP) o(7’,n—1)—O(?",n—1)= nr). 


ee 


On peut obtenir une seconde équation de cette maniére; ona 


(n+rfn)"—n(n+ryn—2)" + AA & PUR es 
(n- rvn)|(n + ray em A Pilaeseo le set 
+an[(n+ry¥n—a)"’—(n—1)(n+ryn—h)y +...]. 


L*equation (4) donne, en la différentiant par rapport a 7, 


= LBgEY Ss 5 [Cn + rvn)"— ‘— n(n ryn—a) 4.5] 


et lameéme equation donne, en y changeant comme ci-dessus n dans 
n—t1etrenr’, 


an 


1.2.3...n.2" a =orr vn — Ri)" - —(n —1)(n-1+r"V~n—=1—2)""+...] 


-o(r",n—1) +4; 


done 
I 


as We + yn)" —n(n+ryn—2)"+...] 


ie | rT ; 
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substituant cette valeur dans l’équation (6), on aura 


aN 


(7) Ga g(r, n)+ o(r",n—1)=9(r,7n). 
nv 


av 


Cette équation, combinée avec l’équation (p), donne 


(7) (=3 7) ol(r, 2) +9(r',n=1) =9(7,2) 
: Vn n 
Ona 
pena iy re iris ae a 
= a Rae ca Vn f "on Sn? : 


, I 3 I Boe obs oe 
PSSM t+ = Se ..d Pe PI FCO At les Rag JC 
OW Tes ia 0 5 Se Vn 2c on 
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En substituant ces valeurs dans les équations (q) et (q’) et en déve- 
loppant en série les fonctions 9(7’, n —1i) et g(r’, 2 —1), on voit 


que ces deux équations ne different qu’en ce que les termes affectés 


I . . , , , . 
de 1 ont des signes contraires; on peut donc égaler séparément i 
nv 


zéro les termes du développement de J’équation (¢) qui n’ont point 


vz pour diviseur, et alors on a une équation de cette forme 


Lar g(r, a—1) +9"(7, 2 —1)] 


aN 
(r) ( =9(r,n)— (rr, n—1)——[9!(r,n)—9'(r,n—1)] 
M M’ 
Tm pe : 


M, M’,... étant des fonctions rationnelles et enticres de 7, multiplices 
par les différentielles de 9(7, n —1), et qwil est facile de former. On 


{trouve ainsi 
St ed 4t+r 
8 


o” (r, n 1) 


L’équation (p) donne, en Vintégrant et désignant par 9,(7, 7) 


i 
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Vintégrale / dro(r,n), commencant avec r, et observant que 


Ir 
dr’ — dr’ = both bok 
yr 
o,(r’,n—1)— 9,(2", n—1)= o(r, n) 


En substituant pour’ et r” leurs valeurs précédentes et développant 
en série les fonctions 9,(7’, nm —1) et 9,(7”, m —1), on a une équation 


de cette forme 


Vr—1 
I ' 
(r’) { = —=—[3ro'(r, n—1)+ 9" (7, n—1)] 
Grayn—1 
N N’ 
+ TSS + % — + ae | 
win—t niVn—1 


N, N, ... étant des fonctions de la méme nature que M, M’, ... et 
qu'il est facile de former de la méme maniére; on trouve ainsi 
on vl 4+3r° 


\ — 5 o'(r,n—1)+ sia al 


oe” (r, 2—13) 


a) re ge ee Fay - 
Hieae (rym —1)+ oan t (r, m—1). 


Si l'on substitue dans Péquation (7), au lieu de g(r, n) — o(7,n—1), 
sa valeur donnée par l’équation (r’), on aura 


I 
| x, L3re(r, n—t)+o"(r, rn—1)] 


re : ria aay ao Hibs 

(s) fe) AAR ens ql?! o(r,rn—1)+ 9"(r, 2 —1)] 
f=) 9b stint Mi+N or dN dN 
ee eye ap | ade 


Pour intégrer cette équation, supposons 


MN) oA) 


o(r,n—1)=W(r) + - - a ese 


en substituant cette expression dans I’équation précédente, et compa- 
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rant les coefficients des puissances descendantes de m, on aura les 


équations suivantes 
6 Sr tr) He Cr), 


3$r'(r) +I" (r) =— tr [Br Wr) + W"(r)] + 3(M +N), 


M et N étant ce que deviennent M et N lorsqu’on y change 9(r, 2 —1) 
dans W(r). En continuant ainsi on aura les équations nécessaires pour 
déterminer I(r) et les fonctions suivantes. 
La premiére équation donne, en l’intégrant, 
<r 

W'(r) = A e Z 5 ~ 
A étant une constante arbitraire. Pour intégrer la seconde, on doit 
observer que les expressions précédentes de M et de N donnent 


L’équation en II’(r) devient ainsi 


3 2 
36A { PS rye? ; 


sr Ir) i (ry = 


20 


a 
5 . von ie . - 
en la multipliant par e* et intégrant, on aura 


3 
lps 
2 


CA OA : > 
tg (01 —3r*je ; 


3 
—-r 
2 


I(r) =Be 


B étant une seconde arbitraire. On aura de laméme manitreI'(r),..., 
et l'on obtiendra ainsi 9(7, 2 — 1). 

Pour déterminer les arbitraires A, B, ..., nous observerons que, 
si lon intégre f drg’(r, n —1) depuis 7 nul jusqu’a r= yn, ce qui 
revient a le prendre jusqu’a r infini, parce que l’on peut négliger les 


3 
. 7 . Sars . 
termes multipliés par l’exponentielle e * , & cause de la grandeur 


supposée & 7, on aura pour cette intégrale une quantité que nous 
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BL wan 
désignerons par LV L étant une fonction linéaire de A, bie 


mais, lorsque r=yr, le premier membre de l’équation (4) ppb 


quel que soit z, égal & 5; on a done 


Ly/2, aie 


En égalant a zéro dans cette équation les coeflicients des puissances 
successives de -, on aura autant d’équations qui détermineront les 
arbitraires A, B, ...; ainsi 9/(r, 2 —1) étant, par ce qui précéde, 
egal a 


é 3s aly 
(iB s...)e Fak Genet el, 


2072 


ona, en intégrant depuis 7 nul jusqu’a r infini, 


[dr 9'(r, na—i1)= /5 (A 2 te Risa +... oF 
: ; 6 n 20n 


égalant cette quanlité a $ et comparant les puissances de + 7? ona 


SO Seas ee eee a 
A= V a B= > > 
ee qui donne 


ee eS) 
Ora) ae , | 1 soy tr" +3r')+.. IE 


{3 207 


En changeant 2 dans n+ 1 et négligeant les quantités de l’ordre —; 
on aura l’expression de 9/(r,7) qui résulte des articles III et V; car 
on voit, par article V, que g(r, 2) doit étre un demi de la probabilité 
que nous avons déterminée dans l'article IV, et dont la moitié est 


éegale a lintégrale de dr multipliée par cette expression de 9/(7, 7). 


VIII. 


On peut réduire les équations (q) et (¢’) & une seule équation aux 
(lifferences infiniment petites et finies. En effet, si dans l’équation (q) 
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2, f/f 
on augmente r de 3 alors r” se change dans 7’, et l’on a 

yn 

ys 

eede 

I Vn , 2 i f 2 , 

SSP OR (OR A ge 2 ett OLY) +e(rn—s)=e(r+ sn), 

Vn ne Vn : Vr) 


Kn retranchant de cette équation ’équation (g’), membre & membre, 
ona 


Soit s=ryn, et désignons ¢(r,n) par U(s), ce qui donne 
Ur OT eos (3) 
et, par conséquent, 


(1,2) =VaW"(s); 


’équation précédente deviendra 
, ° BW otal Siete 
W's ae 2) solb W'(s) — Ww (s ae 2) ata Ww (s) = + eo. W's ae 2) zs = Y (s). 


En différentiant, on aura 


| W's + 2)+ W's) = [s+ 2) — 2(s)] és : 
«,) mye ; 
. re rivers S VUSl"leo 
| Sts W'(s +2) + - ate 


Cette équation est susceptible de la méthode générale que jai pre- 
sentée dans les Mémoires de l’ Académie des Sciences pour l'année 1782, 
page 44 ('). Je fais donc, conformément a cette méthode, et en em- 
ployant les cosinus au lieu d’exponentielles, 


Ws) = fcosst I(¢) dé. 


(1) OEuvres de Laplace, T. X, p. 249. 
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Il s'agit de déterminer la fonction I[(2) et les limites de l’intégrale. 
Pour cela, on substituera cette intégrale, au lieu de W’(s), dans 
l'@quation (a), et l’on fera disparaitre les coefficients s + 2 et s de 
cette équation au moyen d’intégrations par parties; on aura ainsi 


Ri 28 5 
| o= —sin(s+1)¢sin¢ll(¢) 
n 


+ [ sin(s a ne cos¢ — sin¢) I(¢) — aes we) | dt. 


Suivant la méthode citée, on détermine II(¢) en égalant a zéro la fone- 


tion sous le signe intégral, ce qui donne 


el, par consequent, 


. fot n > = ] \n 
(ss [ cosse(“P*) dl =f cosrl Vn (=e) dl, 


A étant une constante arbitraire. On aura ensuite, par la méme 
méthode, les limites de cette dernivre intégrale en égalant a zéro 
la partie hors du signe / dans ’équation (y); or, cette partie est 
nulle lorsque ¢ est nul et lorsque ¢ est infini, parce que I[(z) devient 
nul alors. On peut done prendre ¢ = 0 et ¢ = & pour ces limites. Cette 
expression de W(s) est de la méme forme que celle que nous avons 
trouyee dans Varticle IY, pour la probabilité que la somme des incli- 


: : ; nh rhvn . 
naisons des orbites de n cométes sera > mati et, en la traitant 


par la méthode de l'article cité, on arrivera, pour déterminer 9(r, 7), 
aux mémes formules que nous yenons de donner. 
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IX. 


On peut étendre les recherches précédentes aux différences des 
puissances fractionnaires. Pour cela, considérons la fonction 


(uw —t) (n—t—1)(n— ia). (fata'| (nt ray —n(n 1 pa a 


n.n—t a a } 
Ss el +ryn— 4)" oe ‘|, 
1.2 
v étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire tres petit rela- 
tivement an, et f étant le nombre immédiatement supérieur a ¢. En 
désignant cette fonction par o(r,7), on aura d’abord, en suivant 
° T 
analyse précédente, l’équation (p). On aura ensuite, au lieu de 


’équation (¢), celle-ci 
‘ 
n 


aa (x == a g'(7,n)+ aren ae n—i)=9(r,7). 


En combinant ces deux équations ef réduisant en série, comme 


ci-dessus, on aura, en négligeant les puissances supériecures de - 
o=3rg(r,n—1)+ 9"(r,n—1)+ 3to(r,n—1), 

et, en changeant rn —1 enn, 

(u) o=3ro'(r,n)+o"(r,n)+ 3io(r,n). 


On satisfait 4 cette équation lorsque ¢ est un nombre entier en faisant 


es 


di-1e 2 


dri 


Or, T) =A ) 


A étant une constante arbitraire et la caractéristique différentielle d 
devant étre changée dans le signe intégral /, sit —t est négatif, et 
alors on obtient les-résultats précédents; mais, siz est fractionnaire, 
l’intégration de l’équation (w) présente plus de difficultés. On peut 
l’obtenir alors par des intégrales définies. 
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Considérons le cas de ¢=+4; on aura pour l’intégrale de l’équa- 
tion (w) 


r- 
I Sea ay . 
o(r,n)= fase e *(acosre + bsinrx) dx, 
a Vx 


a et b étant deux constantes arbitraires, et lintégrale ¢tant prise 
depuis a nul jusqu’a 2 infini. En effet, si, conformément & la 
méthode exposée aux pages 49 et suivantes des Mémoires de Ul Aca- 


démie des Sciences pour l'année 1782 ('), on fait 


e(r,n)= [cos r2WV(a2)dz; 
en substituant cette valeur dans l’équation différentielle (w), et fai- 
sant disparaitre le coefficient r de cette équation au moyen des inté- 


gralions par parties, on aura 
o—3ercosra V(x) + {cos ra[(i— 2*)dxWV(x2)—3d.xc V(x). 
Suivant la méthode citée, on détermine W(a) en égalant & zéro la 
partie sous le signe i, et ona 
o=(}—2*)dxWV(x2)—3d.z2V (2), 
équation qui, intégrée, donne 
1 


W (a2) = at a? 


Vv 


x? 


On détermine ensuite les limites de l’intégrale en égalant & zéro la 
partie 3acosra W(a) hors du signe intégral. Cette partie devient 
f ; 
1a 


| ad on 
saVrcosrze * , 


et clle est nulle avec a et lorsque & est infini. Ainsi l’intégrale 


"dx —iat 
— cosraxe 
. \ XL 


(loit étre prise dans ces limites. Si, au lieu de l’intégrale 


i cosrz V(r) dz, 


(') OEugres de Laplace, t. X, p. 254 et suiv. 
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nous eussions considéré celle-ci, 
fsinrez W(2) dz, 


nous aurions trouvé pour W(z) 


La réunion de ces deux intégrales est donc l’intégrale complete de 
’équation (u). 


Pour déterminer les constantes a et 6, nous observerons que, si l’on 


we = we! ae sa pee = : 
fait r=yn et x= —, lintégrale | —e *(acosra + bsinra) dx 
Vn Vx 
devient 
I aa ; -= 
=a ——(acosz’+ bsinz’)e °". 
fa a 


Lorsque nz est un tres grand nombre, on peut supposer le fac- 


2/2 


teur e °*" égal & l’unité, dans toute l’étendue de l’intégrale prise 


/ 


depuis 2 nul jusqu’aé a’ infini, car alors ce facteur ne commence 
a s’écarter sensiblement de l’unité que lorsque 2’ est de l’ordre Vn, 
et lintégrale, prise depuis une valeur de cet ordre pour a’ jusqu’’ 
x’ infini, peut étre négligée relativement a l’intégrale entiere. Main- 
tenant on a, comme je l’ai fait voir dans le Tome VIII du Journal de 
l’ Ecole Polytechnique, page 248, 


dz’ cosa! dz' sin a’ i 
ns | Se ave 
ps 4 


L’intégrale précédente se réduit donc a 


LB, 
2 


/ 2 TT 
5 \ 2 
tise 


c’est l’expression de 9(7, 7) lorsqu’on y fait r= yn. Alors ona 


ns n(n —1) nts 


9” i 9 
or, A) ee —n(n—1) L ae (m— 2) —.., 


OEuvres de L. — Xl. . 43 


wie 
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La formule (u”) de la page 82 des Mémoires de l’ Académie des Sciences (* ) 
pour l'année 1782 donne, en n’ayant égard qu’a son premier terme, 


ate mae 1 me 2. 
n *—r(a—1) *+... 1.88.4 (2%—4) =i 


or 


on a done 


Si l'on fait ensuite dans 9(r,n), r= — yx, cette fonction devient 


nulle; on a par conséquent 


> a 
o= / cy *(acosa Vn — bsinae Vn) 


Va 
ou 

dx' 

o= J (a cosx’— bsina’), 
Y 43 
ce qui donne 
Tr Mmm 
Done 
I 
2 =e eo 
nin 
el, par consequent, 
I dz. -= ‘ 
9(Fr, 2} = = —e “(cosr2’+ sinr2) 
n/n yr 


ou 


lx(g 4-222) . i 
9(7,2)= ad hee we Sin T teu ys", G0; 


6ni Vr x? 


les intégrales étant prises depuis a nul jusqu’a x infini. 
La méme analyse nous conduit & déterminer généralement o(r,n), 
quel que soit le nombre ¢. En le supposant moindre que l’unité, on 


(!) OEuvres de Laplace, T. X, p. 285. 
(*) Cette formule est fausse, puisque, pour r =o, le second membre s’annule sans 
qu'il en soit de méme du premier. La formule exacte est 


at ? 
I ; Seer Ree dx 
9(r, 2) = —— sinr.7r.e —— +6z7)—- 
i = | = 
6n* Vu ‘ 


(Note de l' Editeur.) 
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satisfera a ’équation différentielle (u) en g(r, 7) par la supposition de 


a2 
eas 
o(r, i oa ina (4 COSTH + bsinra) dz, 


a et 6 étant des constantes que l’on déterminera ainsi. 
En supposant 7 = Vn, on aura 


A® 52? 


g(r, n)= CTC wee aah 


s croissant de l’unité et étant nul a l’origine. La formule (%”) de la 
page 82 des Mémoires de l’ Académie des Sciences pour l'année 1782 (' ) 
donne, en ne considérant que son premier terme, 


i 


A” s"-?= (1 — 1) (2—12).. nara os 


ni? 


on a done, dans le cas der = yn, 


at 
g(r, n) = 


Si l'on fait ensuite, dans l’expression précédente de g(r, 2), r= Vn 


et a = =) elle devient 
Vn 
J I hee 


2 
a Oak cat ‘ / nls 
giinn © (acosa'+ bsina')dx'; 


nr 
or on a, par les formules du Tome cité du Journal de UEcole Poly- 
technique, page 250, 


I k UT 
=a COsx’ dx'= — cos —> 
west) t 2, 


I Bye ee ey aS 
ee SIN Ae! ee SE > 
ai Gt) l 2, 


1 
aia —i; ; hoa res 
k étant Vintégrale f dee ‘ prise depuis ¢ nul jusqu’a @ infini; en pre- 
Fi 


nant done pour l’unité le facteur e °", comme on le peut lorsque 7 est 


(1) Okuvres de Laplace, T. X, p. 285. 
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un tres grand nombre, l’expression de 9(7, nr) devient 


Ut eet his 
(« cos— + bsin =): 
2 2 


1 
2 


in 


ere eae 
En legalant & —,» on aura 
nt 
it NEI t.2? 
acos— + bsin— = —- 
9 - = 
kn? 


2 


En faisant ensuite r= — Vr dans o(7,7), il se réduit a zero; mais 
alors, dans son expression en intégrale définie, sinra se change dans 


— sina yn. De la il est facile de conclure que l’on a 


Ut TAt 
o=acos— — JVsin—» 
2 2 


par conséquent 
t.2! t.2! 
a= Sa rare, b= — — 
: it - . UT 
2kn* cos — 2kn? sin — 
2 2 
On a done 
y2 
t.a! Oat A LM. Oye hes 
g(r, rn) = ———— sin — COS7*2 -+ COS — sInr 2 )'——_—— 
J | 2 hod | 
An? sintt 
ou 
: Pah y in 
om @ ® sin( ra + — )dz 
: t,2° 2 
g(r, n) = — > — er ene 
An? sint th 
an 


On peut obtenir fort simplement tous les résultats qui précedent 


ese dz is . 
——; prise depuis z nul 


at—i+i 


par l’analyse suivante. 
»v exprimant un nombre 


Considérons généralement l’intégrale We 
jusqu’a & infini, n —c étant égal & c+ of 
entier positif ou zéro. En intégrant par parties, depuis a = jusqu’a 
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x infini, on a 


+ (3 (541) sng 


eas aici =o 
' (ey 
(— 1) +1 gt aout 
: at 


On a généralement 


lorsqu’on suppose @ infiniment petit; car, si l’on développe e~** dans 
une série ordonnée par rapport aux puissances de sa, toutes les 
puissances de s inférieures a m deviennent nulles dans la fone- 


‘ 


sah ? 
» et toutes les puissances égales & n ou supérieures sont 


n—C 


tion A” 


€ 
a 


nulles par la supposition de « infiniment petit. Il suit de li que 


es dz ; 
wv (<= est égal 
PD " ewse da. 
(— 1)? +1 An git rite me 
xt 


w- 


grit 


’intégrale étant prise depuis x nul jusqu’a & infini; or on a 


An eon ary CIP ae (2 at ae 
grit nit ) 


t 


ve . x 
en faisant ensuite « = > ona 


ext ag. Mint a ar 
LF Sa eaal tank 
art als 


les deux intégrales étant prises depuis x et x nuls jusqu’a leurs 
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valeurs infinies; on a done 


® ax" »/ 
(— y)i+l A® ght é sic 
poe (e-* — 1)" dx alt 


AP thc eae ho pia % 
: a(t). a 
af \2f 
ce qui donne 
(> —1)"dxv 
Pb \ ; ase 
menh—-i— __ an. we Ps > | tt ff cena ae Te 
A”s are a rr)...(n i) (—1) 


équation gui est laméme que la formule (u”) des Mémoires de l’Aca- 
démie des Sciences, pour l'année 1782 ('), comme il est facile de s’en 
eonyainere. 


Supposons 7 =n—1 et fun nombre entier positif. Si Pon fait 


n vier te wae e-s2(e-*— 1)" dx ; 
s=— - Beh Vintégrale bana —_——. deviendra 
2 2 Oo avr f+1 
-rxrJn aS Ne 
e 6dx (« 2 :*) 
I \ Zz 
a rt 


Faisons v= 22 y¥—1, et alors cette derniére intégrale se transforme 
dans la suivante 

—1)"2\/—1 tas /- — , —\ /sina'\* 
. i | —-(cosra'Vn +\V—1sinre'Vn) ("3") dx’; 


(af—1)¥ vf 


ona done 


at set bey, eas + r)eoa(n — lth eaten ; 


r~ ‘ae —\ /sina’\" 
a) ¢ / —=; (cosra’ Vn + V— 1 sinr a’ Vn) ( —") dx! 
raf 
>< & = a - — 


~ —z’ 
é 
Sy ies 

4A 
axl*f 


les intégrales éfant prises depuis 2’ nul jusqu’a a’ = =5 0. 


(') CEuvres de Laplace, T. X, p. 287. 


2 


iat 
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1 
Supposons d’abord f infini; on a généralement #/ =1 en négli- 
1 
I ee Les 
geant les termes de l’ordre —; car si l’on fait &/ =1-+ g, en prenant 


af 


les logarithmes, on aura 


1 
ae logk=log(1+q), 


ce qui donne 
I 
q = af logk. 


Cela posé, ’équation précédente devient 


pete n—1+— 
2 2f AN 2f 


a > cae as a si ay n 
2! PALE va x anf (/—1 cosra’ Vn — sinrz’ vn) (= ) ent 


| 
| 


or ona, avec l’exclusion des puissances des quantités négatives, 


1 


eae HB een = Ste eee ke n— = 
ar As it ee ee, st n(n +rVya—2) YT tas 


s yr saps _ reste 
— (—1)¥ [Cn +ryn) fHén(n+rVAa— 2) aS 


1 
17f est susceptible de 2f valeurs dont une seule est réelle et égale a 


Punité. On obtient ces valeurs en observant que 
1= cos2lx + V—1 sin2ln, 
et qu’ainsi 


1 1 
nr —. 7 alt og ae 
S—(cosalx + \/—i sinalx)*! = cos —~ + /—1 sin Fe 


af 
/ étant un nombre entier positif qui peut s’étendre depuis /=1 jus- 
1 


qu’a /=2/. Pour avoir la valeur réelle de 1°’, il faut donner a / sa 


plus grande valeur 2/. Alors la partie imaginaire de l’expression pre- 
1 


1 
(OS lt ‘ : ; / No 
cédente de A”s =f _ est produite par la partie affectée de (— 1). 
Cette derni¢re quantité a pareillement 2/ valeurs représentees par 


- 
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2/—1)t y—— (al —1)t : fo 
cos = + y¥—1sin a 7 / pouyant encore s’étendre deputs 
oe ~ 1 


/=1 jusqu’a /= 2f. Mais, ayant choisi /= 2f pour avoir 1*/, nous 


devons pareillement choisir cette bea de Z pour déterminer el 1), 


(4f— 


et alors la partie imaginaire de (— yu devient ¥—1 sin ares el, 


. ' ; —— + . r 
dans le cas de f infini, elle devient — ¥—1 ap oe am donne, en neée- 


¥ ’ I 
gligeant les termes de l’ordre ris 
By [(n +ry Py —n(rn+ rvn _ Dai +.. a! 


pour la partie imaginaire de l’expression précédente de 


nee —i+ 


2 2s Ars af 


En légalant & la partie imaginaire de l’expression donnée par léqua- 


tion (s), on aura 


—\n—1 
(n+rVn)'—al(n+rVvn—2 oi. L sina! 
pa V pe — = cosra’ /n | —— ‘da'. 
Tv x 


ee ee Paras 6 —1) 2” 


Le second membre de cette équation étant intégré par la méthode de 
l'article III, on aura les mémes résultats que ci-dessus. 

Supposons maintenant, dans l’équation (x), f==1, on aura, en y 
changeant 2 en — x” dans le numérateur du second membre, et ob- 


. P 1 at , . , . jaa 
servant que | intégrale f/ >=e* dx’ du dénominateur est égale a yr, 
i 4 


greta eee OF [Te (cosrat va —y— 1 sinra’ Vin) (SE) da". 


20> Vag 


lci les intégrales doivent étre prises depuis a’ nul jusqu’a x” infini. 
On a, en excluant les puissances des quantités négatives, 


ote 


1 1 . 
a = P n— = 


% 2Ans” s=(n—ryn) ‘= nn rn —2) ae 


a— 


—V—1[(n+ryn) ian OM eke 
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in substituant cette valeur dans l’équation précédente et prenant 
Sa eS : Ss to ; 
= ¥ au lieu de (—1)*, on aura, en comparant les quantités réelles 
aux réelles et les imaginaires aux imaginaires, la double équation 

eee uh 
(n+ ryn) t—en(ntr—sy t+. Bo 
Pedcote (271) 


: t = : —\ /siia’ \* _., 
= = (coer Vn sinra’V/n) (=) da’. 
yon) Va x 


~: rae PESTA re : ; ; t 
Sion réduit en série =v» et si l’on fait x” = j= on aura 
Vr 
t? 
I— — + 
On ‘ 


ale j W\ 7 
. : sinz 
on pourra done substituer e * au lieu de ( a) » et alors le second 


membre de l’équation précédente devient 


aS 
I ; ee 
—(cosrt= sinrt)e ° dé, 


nVand Ve 


I 


ce qui coincide avec les résultats de l’article précédent. 

En généralisant cette analyse, on parviendra facilement & cette ex- 
pression rigoureuse, z étant moindre que l’unité et les puissances des 
quantités négatives étant exclues, 


ae E =e 3, -.(n — £) 22-7! | = Pe) es n(n Ty rvn — ay 
/ n(n—1) Cane ryn— ay —...| 


1.2 
1.2? Teles wen, — 5 sin x \” 
=e OP Sy SD re vn + — |) (——) dz, 

FSU tCe to ee 2 x 


l'intégrale étant prise depuis # nul jusqu’a & infini, et & étant linte- 


1 
ea—FU= e a . . . 0 
grale fe ‘dx prise dans les mémes limites. On aura, par des différen- 
tiations successives, les valeurs relatives az plus grand que l’unité. 


SS OO SS 


= 
= 
is 
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4@- asnavune sane 
lity 7. 1s pial 


ce 
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eey ue wea ae 


7 7 o pret an yay 1 re er 
‘ety y\ {6Aee A, 
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- » ie 

; CVe pti ey & sigh no hie in ane nin : : 
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*4ier ae Vee es ke a alicechell oy 
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SUPPLEMENT AU MEMOIRE 


SUR LES 


APPROXIMATIONS DES FORMULES 


QUI SONT FONCTIONS DE TRES GRANDS NOMBRES. 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, \* Série, Tome X, année 1809; 1810. 


J’ai fait voir, dans l’article VI de ce Mémoire, que, si l’on suppose 
dans chaque observation les erreurs positives et négatives également 
faciles, la probabilité que l’erreur moyenne d’un nombre x d’observa- 


: : aoed rh , , 
tions sera comprise dans les limites + — est égale a 


Aest Vintervalle dans lequel les erreurs de chaque observation peuvent 


' 4 ad . x oh fae ’ 
s’étendre. Si l’on désigne ensuite par o(Z) la probabilité de lerreur 
. , xz , : : : 
+ av, k est lintégrale [dwo(=) étendue depuis 2 = — +A jusqu’a 


av=sh; k est Vintégrale {F dx 9(F) prise dans le méme interyalle; 
z est la demi-circonférence dont le rayon est l’unité, ete est le nombre 
dont le logarithme hyperbolique est l’unité. 

Supposons maintenant qu’un méme élément soit donné par x ob- 
servations d’une premiére espéce, dans laquelle la loi de facilité des 
erreurs soit la méme pour chaque observation, et qu’il soit trouvé 
égal a A par un milicu entre toutes ces observations. Supposons 
ensuite qu’il soit trouvé égal & A+ q par x’ observations d’une se- 
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conde espéce, dans laquelle la loi de facilité des erreurs ne soit pas la 
méme que dans la premiere espéce; qu’il soit trouvé égal & A+ q’ par 
n’ observations d'une troisiéme espece, et ainsi de suite. On demande 
le milieu qu'il faut choisir entre ces divers résultats. 

Sil’on suppose que A+ 2 soit le résultat vrai, erreur du résultat 
moyen des observations n sera — x, et la probabilité de cette erreur 


sera, par ce qui précéde, 


/ ke dr ay ae 
Vers 2k! dx : 
on a ici 
rh 
ct —=) 
Vr 


ce qui transforme la fonction précédente dans celle-ci 


I , 
4 »—narx? 
—=avyne ) 


Vr 


: . r 1 ke 
a etant égal az V3 Re 


L’erreur du résultat moyen des observations n’ est =(q — 2), le 
signe + ayant lieu, si g surpasse a, et le signe — s’il en est surpassé. 
La probabilité de cette erreur est 

are Vni en'a*(q—x)? | 
Tk 
a exprimant par rapport & ces observations ce que a exprime relative- 
ment aux observations zn. 

Pareillement lerreur du résultat moyen des observations n’ est 

—(q' — x), et la probabilité de cette erreur est 
Ti a" Vnl e-n'a'q'— 2), 
TT 
a etant ce que devient a relativement 4 ces observations, et ainsi du 
reste. 

Maintenant, si l’on désigne généralement par W(— x), W’(q — x), 

W"(g — x), ... ces diyerses probabilités, la probabilité que l’erreur 
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du premier résultat sera — a, et que les autres résultats s’écarteront 
du premier, respectivement de q, 4’, ..., sera, par la théorie des pro- 
babilités, égale au produit W(— a) W"(q — x) W"(q/— w)...; done, 
si l’on construit une courbe dont l’ordonnée y soit égale & ce produit, 
les ordonnées de cette courbe seront proportionnelles aux probabilités 
des abscisses, et, par cette raison, nous la nommerons courbe des pro- 
babuites. 

Pour déterminer le point de l’axe des abscisses ot I’on doit fixer 
le milieu entre les résultats des observations n, 7’, n”, ..., nous ob- 
serverons que ce point est celui ot l’écart de la vérité, que l’on peut 
craindre, est un minimum; or, de méme que, dans la théorie des pro- 
babilités, on évalue la perte a craindre en multipliant chaque perte 
que l’on peut éprouver par sa probabilité, et en faisant une somme de 
tous ces produits, de méme on aura la valeur de l’écart & craindre 
en multipliant chaque écart de la vérité, ou chaque erreur, abstraction 
faite du signe, par sa probabilité, et en faisant une somme de tous ces 
produits. Soient done /la distance du point qwil faut choisir a lori- 
gine de la courbe des probabilités, et z ’abscisse correspondante a y 
et comptée de la méme origine; le produit de chaque erreur par sa 
probabilité, abstraction faite du signe, sera (¢—=z)y, depuis s = 0 
jusqu’a s = /, et ce produit sera (s — 7) y depuis s = 7 jusqu’a l’extré- 
mité de la courbe. On aura donc 


fU—s)yds+ f(s—Dyds 


# 
pour la somme de tous ces produits, la premitre intégrale étant prise 
depuis s nul jusqu’a s = JZ, et la seconde étant prise depuis s =/ jus- 
qu’a la derniére valeur de z. En différentiant la somme précédente par 


rapport a J, il est facile de s’assurer que l'on aura 
dl ['ydz—dlf yds 


pour cette différentielle, qui doit étre nulle dans le cas du minimum ; 


fyds = fy ae, 


on a donc alors 
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c’est-a-dire que l’aire de la courbe, comprise depuis > nul jusqu’d 
V'abscisse qu'il faut choisir, est égale a l’aire comprise depuis = égal 
a cette abscisse jusqu’’a la derniére valeur de s; lordonnée correspon- 
dante & l’abscisse qu’il faut choisir divise done l’aire de la courbe des 
probabilités en deux parties égales. [Vour les Mémoires de Académie 
des Sciences, année 1778, page 324 (').] 

Daniel Bernoulli, ensuite Euler et M. Gauss ont pris pour cette or- 
donnée la plus grande de toutes. Leur résultat coincide avec le pré- 
cédent lorsque cette plus grande ordonnée divise l’aire de la courbe 
en deux parties égales, ce qui, comme on va le voir, a lieu dans la 
question présente; mais, dans le cas général, il me parait que la ma- 
niere dont je viens d’envisager la chose résulte de la théorie méme 
des probabilites. 


Dans le cas présent, on a, en faisant # = X +s, 


5 p' p". 66 CT PITIX+3)*—p'*H(q—X—s)*—p"* Riq'—K—s)*—. 


p etant égal a re et par consequent exprimant la plus grande pro- 
babilité du résultat donné par les observations n; p’ exprime pareil- 
lement la plus grande ordonnée relative aux observations xn’, et ainsi 
du reste; 7 pouyant, sans erreur sensible, s’étendre depuis — o jus- 
qua +c, comme on l’a vu dans larticle VIL du Mémoire cité, on 
peut prendre s dans les mémes limites, et alors si l’on choisit X de 
maniere que la premiére puissance de zs disparaisse de l’exposant de e, 
l’ordonnée y correspondante & z nul divisera l’aire de la courbe en 
deux parties égales, et sera en méme temps la plus grande ordonnée. 
En effet, on a, dans ce cas, 
a PES PPO ht 
p? +. pp? + pe+... 


> 


et alors y prend cette forme 


¥= pp’... 


(1) GEueres de Laplace, T. IX, p. 478. 
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d’ou il suit que lordonnée qui répond & = nul est la plus grande, et 
divise l’aire entiere de la courbe en parties égales. Ainsi A+ X est le 
résultat moyen qu’il faut prendre entre les résultats A, A+g, A+q’,.... 
La valeur précédente de X est celle qui rend un minimum la fonction 


(pX)’+ [p'(g—X) P+ [p'(q'—X)P +... 


c’est-a-dire la somme des carrés des erreurs de chaque résultat, mul- 
tipliées respectivement par la plus grande ordonnée de la courbe de 
facilité de ses erreurs. Ainsi cette propriété, quin’est qu’ hypothétique 
lorsqu’on ne considere que des résultats donnés par une seule obser- 
vation ou par un petit nombre d’observations, devient nécessaire 
lorsque les résultats entre lesquels on doit prendre un milieu sont 
donnés chacun par un trés grand nombre d’observations, quelles que 
soient d’ailleurs les lois de facilité des erreurs de ces observations. 
C’est une raison pour l’employer dans tous les cas. 

On aura la probabilité que l’erreur du résultat A + X sera comprise 
dans les limites = Z, en prenant dans ces limites l’intégrale /{ dse~**’ 


et en la divisant par la méme intégrale, prise depuis s = — oo jusqu’a 
ae ln ys <= 
z=. Cette derniére intégrale est ac en faisant donc z¥N=Z2 et 
{ yl 


ZVN=T, la probabilité que erreur du résultat choisi A+ X sera 
: ete th 
comprise dans les limites + 7m Sera 
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cma 
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l’intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢= T. La valeur de N est, 
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ET 
LEUR APPLICATION AUX PROBABILITES, 


ET SPECIALEMENT A LA RECHERCHE DU MILIEU 
QU’IL FAUT CHOISIR ENTRE LES RESULTATS DES OBSERVATIONS. 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, \"° Série, T. XI (I'* Partie); année 1810; 1811. 


J’ai donné, il y a environ trente ans, dans les Mémoires de I’ Aca- 
demie des Sciences ('), la théorie des fonctions génératrices et celle de 
lapproximation des formules qui sont fonctions de grands nombres. 
La premiere a pour objet les rapports des coefficients des puissances 
dune variable indéterminée dans le développement d’une fonction de 
cette variable a la fonction elle-méme. De la simple considération de 
ces rapports découlent, avec une extréme facilité, interpolation des 
suites, leur transformation, l’intégration des équations aux differences 
ordinaires ou partielles, l’analogie des puissances et des différences, 
et généralement le transport des exposants des puissances aux carac- 
téristiques qui expriment la maniére d’étre des variables. La théorie 
des approximations des formules fonctions de tres grands nombres est 
fondée sur l’expression des variables données par des équations aux 
differences, au moyen d’intégrales définies que l’on integre par des 
approximations tres convergentes; et il ya cela de trés remarquable, 
savoir que la quantité sous le signe intégral est la fonction généra- 
trice de Ja variable exprimée par l’intégrale définie, en sorte que les 


(1) Okuvres de Laplace, T. X. 
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io @) 


théories des fonctions génératrices et des approximations des for- 
mules fonctions de tres grands nombres peuvent étre considérées 
comme les deux branches d’un méme calcul, que je désigne par le 
nom de caleul des fonctions génératrices. Ce qu’Arbogast a nommé Me- 
thode de separation des échelles d’opérations est renfermé dans la pre- 
miere partie du calcul des fonctions génératrices, qui donne & la fois 
la démonstration et la yraie métaphysique de cette méthode. Ce que 
Kramp et d’autres ont nommé facultés numeriques, et ce qu’Euler a 
nommé fonctions tnexplicables, se rattachent a la seconde partie, avec 
cet ayantage, que ces facultés et ces fonctions inexplicables, mises 
sous la forme d’intégrales définies, présentent alors des idées claires, 
et sont susceptibles de toutes les opérations de l’Analyse. 

Le caleul des fonctions génératrices s’étend aux differences infini- 
ment petites; car, sil’on développe tous les termes d’une équation aux 
differences par rapport aux puissances de la différence supposée indé- 
terminée, mais infiniment petite, et que l’on néglige les infiniment 
petits d'un ordre supérieur relativement & ceux d’un ordre inférieur, 
on aura une équation aux differences infiniment petites, dont l’inté- 
grale est celle de l’équation aux differences finies, dans laquelle on 
néglige pareillement les infiniment petits par rapport aux quantités 
finies. 

Les quantités qu’on néglige dans ces passages du fini a l’infiniment 
petit semblent dter au Calcul infinitésimal la rigueur des résultats 
geométriques; mais, pour la lui rendre, il suffit d’envisager les quan- 
tités que l’on conserve dans le développement d’une équation aux dif- 
ferences finies et de son intégrale, par rapport aux puissances de la 
difference indéterminée, comme ayant toutes pour facteur la plus 
petite puissance dont on compare entre eux les coefficients. Cette com- 
paraison étant rigoureuse, le Calcul différentiel, qui n’est évidemment 
que cette Comparaison méme, a toute la rigueur des autres opérations 
algébriques. Mais la considération des infiniment petits de différents 
ordres, la facilité de les reconnaitre, @ priori, par V’inspection seule 
des grandeurs, et omission des infiniment petits d’un ordre supé- 
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rieur a celui que l’on conserve, & mesure qu’ils se présentent, simpli- 
fient extrémement les calculs, et sont l’un des principaux avantages 
de l’Analyse infinitésimale, qui d’ailleurs, en réalisant les infiniment 
petits et leur attribuant de tres petites valeurs, donne, par une pre- 
mitre approximation, les différences et les sommes des quantités. 

Le passage du fini 4 l’infiniment petit a l’avantage d’éclairer plu- 
sieurs points de l’Analyse infinitésimale, qui ont été l’objet de grandes 
contestations parmi les géometres. C’est ainsi que, dans les Mémoires 
de ’ Académie des Sciences pour l'année 1779 ('), j’ai fait voir que les 
fonctions arbitraires qu’introduit l’intégration des équations différen- 
tielles partielles pouvaient étre discontinues, et j’ai déterminé les con- 
ditions auxquelles cette discontinuité doit étre assujettie. Les résul- 
tats transcendants de l’Analyse sont, comme toutes les abstractions de 
lentendement, des signes généraux dont on ne peut déterminer la 
veritable étendue qu’en remontant par l’Analyse métaphysique aux 
idées élémentaires qui y ont conduit, ce qui présente souvent de 
grandes difficultés; car l’esprit humain en éprouve moins encore a se 
porter en avant qu’a se replier sur lui-méme. 

Il parait que Fermat, le véritable inventeur du Calcul différentiel, a 
considéré ce calcul comme une dérivation de celui des différences 
finies, en négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur par 
rapport & ceux d’un ordre inférieur : c’est du moins ce qwil a fait 
dans sa méthode De maximis et dans celle des tangentes, qu'il a éten- 
due aux courbes transcendantes. On voit encore par sa belle solution 
du probleme de la réfraction de la lumivre, en supposant qu’elle par- 
vient d’un point 4 un autre dans le temps le plus court, et en conce- 
vant qu’elle se meut dans divers milieux diaphanes avec différentes 
vitesses, on voit, dis-je, qu’il savait étendre son calcul aux fonctions 
irrationnelles, en se débarrassant des irrationnalités par l’élévation 
des radicaux aux puissances. Newton a, depuis, rendu ce calcul plus 
analytique dans sa Méthode des Fluxions, et il en a simplifié et géné- 
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ralisé les procédés par l'invention de son théoreme du bindme; enfin, 
presqu’en méme temps, Leibnitz a enrichi le Calcul différentiel d'une 
notation tres heureuse, et qui s'est adaptée d’elle-méme & l’extension 
que le Caleul différentiel a recue par la considération des différen- 
tielles partielles. La langue de l’Analyse, la plus parfaite de toutes, 
étant par elle-méme un puissant instrument de découvertes, ses nota- 
tions, lorsqu’elles sont nécessaires et heureusement imaginées, sont 
les germes de nouveaux caleuls. Ainsi la simple idée qu’eut Descartes 
d’indiquer les puissances des quantités, représentées par des lettres, 
en écriyant vers le haut de ces lettres les nombres qui expriment le 
degré de ces puissances, a donné naissance au Calcul exponentiel; et 
Leibnitz a été conduit, par sa notation, a l’analogie singulitre des 
puissances et des differences. Le calcul des fonctions génératrices, 
qui donne la yéritable origine de cette analogie, offre tant d’exemples 
de ce transport des exposants des puissances aux caractéristiques, 
qu'il peut encore ¢tre considéré comme le calcul exponentiel des ca- 
racteristiiques, 

Le calcul des fonctions génératrices est le fondement d’une théorie 
que je me propose de publier bientdt sur les probabilités. Les ques- 
tions relatives aux éyénements dus au hasard se raménent le plus sou- 
vent ayec facilité & des équations aux différences : la premiére branche 
de ce calcul en fournit les solutions les plus générales et les plus 
simples. Mais, lorsque les événements que l’on considere sont en tres 
grand nombre, les formules auxquelles on est conduit se composent 
d'une si grande multitude de termes et de facteurs, que leur calcul 
numerique devient impraticable. Il est alors indispensable d’avoir 
une méthode qui transforme ces formules en séries convergentes. 
C'est ce que la seconde branche du calcul des fonctions génératrices 
fait avec d’autant plus d’ayantage que la méthode devient plus néces- 
saire. Par ce moyen, on peut déterminer avec facilité les limites de la 
probabilité des résultats et des causes, indiqués par les événements 
considérés en grand nombre, et les lois suivant lesquelles cette pro- 
babilité approche de ses limites, & mesure que les événements se mul- 
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tiplient. Cette recherche, la plus délicate de la théorie des hasards, 
‘mérite l’attention des géométres par l’analyse qu’elle exige, et celle 
des philosophes, en faisant voir comment la régularité finit par s’éta- 
blir dans les choses méme qui nous paraissent enti¢rement livrées au 
hasard, et en nous dévoilant les causes cachées, mais constantes, dont 
cette régularité dépend. 

La considération des intégrales définies par lesquelles les quantités 
sont représentées dans la théorie de l’approximation des formules 
fonctions de tres grands nombres m’a conduit aux valeurs de plu- 
sieurs intégrales définies que j’ai données dans les Meémotres de l Aca- 
démie des Sciences pour l'année 1782 ('), et qui offrent cela de remar- 
quable, savoir qu’elles dépendent a la fois de ces deux transcendantes : 
le rapport de la circonférence au diamétre et le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est ’unité. J’ai obtenu ces valeurs par une ana- 
logie singuliere, fondée sur les passages du réel & limaginaire, pas- 
sages qui peuvent étre considérés comme moyens de découvertes, 
dont les premieres applications ont paru, si je ne me trompe, dans 
les Mémoires cités et qui ont conduit aux valeurs de diverses inte- 
grales définies dépendantes des sinus et cosinus. Mais ces moyens, 
comme celui de Vinduction, quoique employés avec beaucoup de pre- 
caution et de réserve, laissent toujours 4 désirer des démonstrations 
directes de leurs résultats. M. Poisson vient d’en donner plusieurs 
dans le Bulletin de la Société philomathique du mois de mars de cette 
année 1811. Je me propose ici de trouver directement toutes ces 
valeurs, et celles d’intégrales définies, plus générales encore, et qui 
me semblent pouvoir intéresser les géometres. 

La recherche de ces valeurs n’est point un simple jeu de l’Analyse : 
elle est d’une grande utilité dans la théorie des probabilités. J’en fais 
ici application a trois problemes de ce genre, qu'il serait tres diffi- 
cile de résoudre par d’autres méthodes. Le second de ces problémes 
est remarquable en ce que sa solution offre le premier exemple de 
l'emploi du calcul aux différences infiniment petites partielles, dans les 
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questions de probabilités. Le troisi¢me probléme est relatif au milieu 
qu'il faut choisir entre les résultats donnés par diverses observations : 
c'est l'un des plus utiles de toute l’analyse des hasards, et, par cette 
raison, je le traite avec étendue; j’ose croire que mon analyse intéres- 
sera les géometres. 

Lorsque l’on yeut corriger par l'ensemble d’un grand nombre d’ob- 
servations plusieurs éléments déja connus & peu pres, on s’y prend de 
la maniére suivante. Chaque observation étant une fonction des élée- 
ments, on substitue dans cette fonction leurs valeurs approchées, 
augmentées respectivement de petites corrections qu il s’agit de con- 
naitre. En déyeloppant ensuite la fonction en série, par rapport a ces 
corrections, et négligeant leurs carrés et leurs produits, on égale la 
série & l'observation, ce qui donne une premiére équation de con- 
dition entre les corrections des éléments. Une seconde observation 
fournit une équation de condition semblable, et ainsi du reste. Si 
les observations étaient rigoureuses, il suffirait d’en employer autant 
qu'il y a d’éléments; mais, vu les erreurs dont elles sont susceptibles, 
on en considere un grand nombre, afin de compenser les unes par les 
autres ces erreurs, dans les valeurs des corrections que l’on déduit 
de leur ensemble. Mais de quelle maniére faut-il combiner entre elles 
les équations de condition pour ayoir les corrections les plus preé- 
cises? Cest ici que analyse des probabilités peut étre d’un grand 
secours. Toutes les maniéres de combiner ces équations se réduisent 
a les multiplier chacune par un facteur particulier et a faire une 
somme de fous ces produits : on forme ainsi une premiere équation 
finale entre les corrections des éléments. Un second systéme de fac- 
teurs donne une seconde équation finale, et ainsi de suite jusqu’a ce 
que l'on ait autant d’équations finales que d’éléments dont on déter- 
minera les corrections en résolyant ces équations. Maintenant il est 
visible qu’il faut choisir les systémes de facteurs, de sorte que l’erreur 
moyenne a craindre en plus ou en moms sur chaque élément soit un 
minimum. J’entends par erreur moyenne la somme des produits de 
chaque erreur par sa probabilité. En déterminant les facteurs par 
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cette condition, l’analyse conduit & ce résultat remarquable, savoir 
que, si l’on prépare chaque équation de condition de maniére que son 
second membre soit zéro, la somme des carrés des premiers membres 
est un minimum, en y faisant varier successivement chaque correc- 
tion. Ainsi cette méthode, que MM. Legendre et Gauss ont proposée, 
et qui, jusqu’a présent, ne présentait que l’avantage de fournir, sans 
aucun tatonnement, les équations finales nécessaires pour corriger les 


éléments, donne en méme temps les corrections les plus précises. 


Sur les intégrales deéfinies. 


Considérons lintégrale définie 


ca —ax ee >—ax—r2y~—1 
dz e : dxe ’ 
— (cosra—V—1sinrz) ou ——--- -_ , 
0 0 


Sg ee 
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e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. En 


réduisant e-’7V~' en série, elle devient 
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Or on a généralement 
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en faisant ensuile ax =s, ona 


En nommant donc & cette derniere intégrale, on aura 


a pte peas Gogp A820) 3 alt oe) 4. 
0 


at +1—W 
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d’oti lon tire 


| LS (cosra —Y—1 sin rv) 
Pe pe 
~ ee (i—a)(2—) 7? | (r—@) (2 —) (a= w)(4—o) rh 
ee al | 1.2 a | 1.9.3.4 at 
—fi—oar (EH Ge OSE INS |. 
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Si l’on fait = = ¢, le second membre de cette équation devient 
a 


k 
oe 


Soit A un angle dont Z est la tangente, on aura 


' t I 
sinA = — =) cosA = ————» 
Vit 2 Vi+ é 
par consequent 
a rte +e 
cosA —/—1sinA = ~————~—_— = Bh ace 
Vite r+ ty—1 


ce qui donne, par le théoreme connu, 


cos(1~ wo) A—YV—1sin(r—o) A= — ao 


la tangente Z est non seulement la tangente de l’angle A, mais encore 
celle du méme angle augmenté d’un multiple quelconque de la demi- 
circonference; mais, le premier membre de cette équation devant se 
réduire & l'unité lorsque ¢ est nul, il est clair que l’on doit prendre 
pour A le plus petit des angles positifs dont ¢ est la tangente. 


: ; . . ? a . 
Maintenant cette équation donne, en y restituant ~ au lieu de ¢, 


a oe ata =z [cos(1 ~ wo) A— V—1sin(s—w)A]; 
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on a done 
° dx e-4 sous 
i of — (cosra —\/—i sinrr) 
0 Sb 
k a2 . 
ar <=; [cos(1— wo) A — V—1 sin(1— a) A]. 
(ata 7%), \? 


En comparant séparément les quantités réelles et les imaginaires, on 
aces deux équations 
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4 
Dans le cas de w = i, ona, en faisant s?= 1, 


wo oO 
ds ; 
ie er ee af Qhentn 
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Ce dernier membre est yz; on a donc & = yz; si l’on suppose ensuite 


"a2 COS LD /2 pas bs dx sin x 
Va 2 Vax 


Y 6 


A= 1, on aura 


0 


Euler est parvenu a toutes ces équations dans le Tome IV de son 
Calcul intégral, publié en 1794, par la considération du passage du 


réel a Vimaginaire. 


366 SUR LES INTEGRALES DEFINIES 


Il. 


. ae ee ’ . ’ r é atx ye 19 
Considérons présentement l’intégrale if dx cosrxe*. Si lon 
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nomme y cette intégrale, on aura 
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L’intégrale de cette equation est 
= | 
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B étant une constante arbitraire; pour la déterminer, on observera 
que, sil’on fait r nul, cosra devient Punité, et ona 


eo 
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cette derniére intégrale est, comme on sait, égale a VE done 


pV. 
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le signe + ayant lieu siz est pair, et le signe — si n est impair; on 
aura pareillement, en différentiant par rapport ar, 
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En intégrant une fois par rapport a 7 l’expression de 


i 2) 
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iil. 


on aura 


Considérons encore la double intégrale 
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En lintégrant d’abord par rapport a y, elle devient 
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Intégrons-la maintenant par rapport a a; ona, par l’article préce- 


dent, 
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y devant s’étendre depuis y=o jusqu’a y=, = doit s’étendre 
depuis s = —- 2% jusqu’a z = o. Cette valeur de y donne 
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En prenant les intégrales depuis s = — « jusqu’a s = 9%, ona 
% - = *" sdzse™ 
disor 8; <= = Os 
ee Sine SPS ae 


ona done 
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En differentiant par rapportar, ona 


*? 2 dx sinr2 T 
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ie dx(cosrx+xcsinrz) 7. 
0 


partant 


ee qui donne 


en faisant r= 1, on aura le théore’me que j’ai donné dans les Memozres 
de l’ Académie des Sciences, année 1782, page 5g ('). 


Si lon fait ra = 7/, on aura 
E dxcosrx _ (“ rdtcpst 
+2 J, os : 


“0 
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Soitr?=g, on aura en différentiant ¢—1 fois par rapport & q Véqua- 


partant 


tion précédente, et restituant pour ¢sa valeur ra, 
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I— 


if Gosne = (—1)-1g 2  di-t ena 
0 


(1+ a2*)f ~ 1.2.3...(i—1) 2 dg 


on pourra donc intégrer généralement, depuis w nul jusqu’a x infini, 
la différentielle 


(A+ Ba?+ Ca'+.:.+ Ha!) dz cosra 
(1+ x?)! j 


> 


') OEuvres de Laplace, T. X, p. 264. 
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car, en mettant un terme quelconque, tel que Fx”, sous la forme 
F(1 + a2’? — 1)”, et en le développant suivant les puissances de 1 + 2”, 
on réduira la différentielle précédente dans une suite de différen- 
kdzxcosrax 
(1-+ x?)” 
cede; on aura donc ainsi en fonction de rlintégrale de la differen- 


tielles de la forme » qui seront intégrables par ce qui pré- 


tielle précédente. On pourra méme, au lieu de cosra, y substituer 
une puissance entiére et positive de ce cosinus, parce que cette puis- 
sance se décompose en cosinus de ]’angle et de ses multiples. Nom- 
mons R la fonction de r dont il s’agit, on aura, en différentiant par 
rapport ar cette intégrale, 


ip Z A+ Ba?+ C2'+...4+- Ha dR 
adxsinrz apa, ee ae 
- (1+ a?) dr 


En l’intégrant par rapport a7, apres l’avoir multipliée par dr, on aura 


sc rl 2 4 2i—2 
einer -B2?+ Cx -+He = hae 
; ie i 


On peut, au moyen des passages du réel & l’imaginaire, facilement 


eta sf dx cosra 
conclure de la valeur de Vintégrale oi ee Ja valeur de l’inté- 
: 


grale { x dx cosra, Met N étant des fonctions rationnelles et entiéres 
0 


de x’, telles que le dénominateur N soit d’un plus haut degré que M, 
et n’ait aucun facteur réel en x du premier degré. Dans ce cas, la 


fraction “s est décomposable en fractions de la forme —--, 2 — Aet 6 


étant réels ou imaginaires. Or on a, en faisant 6a = a’ et Z aan, 
i “dx cosrze _ “dz! cosr' a! 
{ r+ 6327 . 1+ a’ ? 


en donnant done généralement a cette derniere intégrale la valeur 


qu’elle a dans le cas de 2’ réel et qui, par ce qui précéde, est égale 


ee i 
h ao on aura 


i 
*dzxcosrx At 2 6 
f 1+ 62x72 = 26 i 


OEuvres de L. — XII. 


B= 
NI 


370 SUR LES INTEGRALES DEFINIES 


. t I . t 1. . 
est la racine carrée de zy» et cette racine est également — g; mals 


Od| = 


8 “M : ‘hee . 

l’intégrale [ wv de cosrx ne deyenant jamais infinie dans le cas 
= 

méme de r infini, et de plus cosra ne changeant point, en y chan- 

geant le signe de r, il est clair que l'on doit choisir celle des deux 


. I : P wil . . 
racines z et — z> dont la partie réelle est positive. On trouve ainsi, 


Od| = 


par exemple, 


A'e 
Application de analyse précédente aux probabilites. 


Appliquons l’analyse précédente a la théorie des probabilités. Pour 
cela, considérons deux joueurs A et B, dont les adresses soient égales, 
et jouant ensemble de manicre que B ait primitivement 7 jetons; que, 
a chaque coup qu'il perd, il donne un de ses jetons au joueur A, et 
que, a chaque coup qu'il gagne, il en recoive un du joueur A, qui est 
suppose en ayoir un nombre infini. Le jeu continue jusqu’a ce que le 
joueur A ait gagné tous les jetons de B. Cela posé, r étant un grand 
nombre, on demande en combien de coups on peut parier un contre 
un, ou deux contre un, ou trois contre deux, etc., que le joueur A 
aura gagné la partie. 

Nous allons d’abord établir que la partie doit finir. Pour cela, soit 
y, la probabilité qu’elle finira. Apres le premier coup, cette probabi- 
lite est ou y,,, OU ¥,.,, Suivant que le joueur A gagne ou perd ce 
coup; on a done 

Vr=F Yr tr: 
L’intégrale de cette équation aux différences est 


¥-= a+ Or, 


a et 6 étant des constantes arbitraires. J’observe d’abord que la con- 


stante b doit etre nulle, autrement y, croitrait indéfiniment, ce qui ne 
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peut étre, puisqwil ne peut jamais dépasser l’unité. De plus y, est 1 
lorsque r=, car alors, B n’ayant plus de jetons, la partie est finie; 


done 
Wie Ls 


Cherchons maintenant la probabilité que la partie sera finie avant 
ou au coup «. En nommant y,,, cette probabilité, on aura 


prone, | 1 
Vri,e2 aN rH1,2-1 7 3 Vr-1,2-1° 


I] faut intégrer cette équation aux differences finies partielles en rem- 
plissant les conditions suivantes : 1° que y,,, soit nul lorsque x est 
moindre que r; 2° qu’il soit égal a l’unité lorsque 7 est nul. Ces deux 
conditions étant remplies, l’équation précéedente aux differences donne 
toutes les valeurs de y,,,, quels que soient r et a. Présentement, |’ex- 
pression suivante de y,,, satisfait & ces conditions et a l’équation 
aux différences partielles, d’ou il suit qu’elle exprime la vraie valeur 


de Vp. x: 


wla 


Vrix2= C—— 


T sing 


2 ir do sin ro (cos p )"+2i+t 
0 


x est égal ar + az; en effet, il ne peut étre que 7 ou ce méme nombre 
augmenté d’un nombre pair, car le nombre de parties jouées doit étre 
égal 4 r ou le surpasser d’un nombre pair, puisque A ne peut gagner 
la partie, qu'il ne gagne le nombre r des jetons de B, plus ceux qu'il 
a perdus, et il faut pour cela deux parties pour chaque jeton, lune 
’ : bs ’ 
pour le perdre et l’autre pour le gagner. Je ne donnerai point l’ana- 
lyse qui m’a conduit a l’expression précédente : je me contenterai de 
faire voir qu'elle satisfait a equation aux différences partielles et aux 
conditions prescrites ci-dessus. D’abord, en la substituant dans l’équa- 
tion aux differences partielles, on a 


wT 


a ee 1 2 x 
if dg sin? (cos@ )** =) dg \cos9)" if sin(r-+1)o + 1 sin(r —1)0), 
é sing sin? 


la 


équation évidente. De plus, si l’on fait 7 nui, l'expression précédente 
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de y,,, devient l’unité. Enfin, si l’on fait ¢ négatif, elle se réduit a 


zero. En effet, ona 


sinro e’?¥—!_— e-"ey-1 


sing = e? (=i e-?y¥—-! 


— e(r—1) ep Y=t_e elr—3) 9 V=T a 4 e--3) PY=1 4 er y-1, 
o aan \r—2i+4 a: ; 
De plus, (cos¢) est égal a 


(ee V=t e-eyatyr tet 


9r—2i+1 


En développant cette fonction et multipliant ce développement par 
celui de sen chaque terme du premier développement donnera, 


dans le produit, un terme indépendant de 9; la somme de tous ces 


reryroteet Ae 
termes sera done ‘4 - oulunité, et en multipliant cette somme 


vi 


or—ti+t 


2 
2 : . “ae A 
par — 'f do, le produit sera l’unité. Les autres termes du produit des 
t J, 


deux développements précédents seront des cosinus de 29, 49, ..., 
et 'intégrale de leurs produits par dg sera nulle. On a done 


YVri,2— 9 
lorsque z est négatif. 
Supposons maintenant que r et ¢ soient de grands nombres. Le 

maximum de la fonction 

(cos )"+2i+t 

sing 
répond a 9 = 0, ce qui donne 1 pour ce maximum. La fonction décroit 
ensuite avec une tres grande rapidité, et dans l’intervalle ou elle a une 
valeur sensible, on peut supposer 


log sing = logg + log(1— $9?) = logg — 19%, 
log(cosg)"****4 = (r + 27 +1) log(1— 397+ J, 9!) 


r+23t+1 : r--+ 2t-+1 
2 12 


= o* 


, 
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ce qui donne, en négligeant les sixiémes puissances de 9 et ses qua- 
triémes puissances qui ne sont pas multipliées par r + 2i+-1, 


COS )r+2i+1 (pe ay ies ees r--oi--= . 
Yeh eae mals a SG — g?— Saree eS 
? 
En faisant donc 
es, Cetiek a 2 
oy 2 
on aura 
: 2 
I— —o' 
(cosg )rs?1 44 6 ! pag? 
sing oe Q 
par conséquent, 
2 2 
5 25 Pee 
*do sinrg(coso)"*2+! ? eae ore an 
ne — sin rg e—?. 
‘ sing , Q 


Cette derniére intégrale peut étre prise depuis 9 = 0 jusqu’a 9 infini, 
car elle doit étre prise depuis ¢ =o jusqu’a 9 = 37; or, a? étant un 
nombre considérable, e~“® devient excessivement petit lorsqu’on y 
fait 9 = $7, en sorte qu’on peut le supposer nul, vu l’extréme rapidité 
avec laquelle cette exponentielle diminue lorsque 9 augmente. Main- 
tenant ona 


Hi do (1— e(1—$ st) 
ee @ sinrgewe =f d o(1- GO) eer cosa; 


0 


on a d’ailleurs, par article I, 
= _Vvr z 

ae 9? - = ett 
fos doy cosrge me ; 


Ns 7 at ae : Se r2 ré 
He p* dg cosrg ee = age ayaa 0-5 + =5)s 


2a dr* cr ee 


2 


‘ S.) ] 
d’ou l’on tire, en supposant eee ae 


r+ 2i+1 
ie dy sinr9(coso)"* + Lil ie rp ae 
: sin @ 


2] 
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ainsi la probabilité que A gagnera la partie dans un nombre r + 27 de 


T r — fs 
Pewee _o_ Te __272 
| f trae in| 


. 
2 


/ 
fa 
Si l’on cherche le nombre de coups dans lesquels on peut parier un 


coups est 


9 


ee ; aa? 
T? étant égal a 


contre un que cela aura lieu, on fera cette probabilité égale a 5, ce qui 


donne 
x rs 72 
[ dte— VE shade mel"); 


/ D 2 
i 4 Sa 


Nommons T’ la valeur de ¢ qui correspond a l’équation 


t lr 
dte-P= i 


“Oo ay 


> < s ea fe ale P= 3 ’ =~ se ps ’ 4 re 
et supposons T= T+, g étant de l’ordre —- L’intégrale a die 


sera augmentée a trés peu pres de ge*’, ce qui donne 


on aura done 


2 


TT + 73 (1-47). 


bd s . - , ‘ I . La 
Ayant ainsi T* aux quantités prés de l’ordre —, on aura, aux quantités 
‘ , I , . 
pres de lordre —, en vertu de l’équation 


, re 
20@=>r+2i+3= aT’ 
la suivante 

aa i a 7 2/2 
7 Be ea a +3T . 
Pour déterminer la yaleur de T?, nous observerons qu’ici T’ est plus 


petit que 5; ainsi l’équation transcendante et intégrale 


fat = ee 


ET LEUR APPLICATION AUX PROBABILITES. 375 


peut étre transformée dans la suivante : 


Die Ips, gee PTR 
a eee. 


En résolvant cette équation, on trouve 
T'?= 0,2102497. 
Ainsi, en supposant r= 100, on aura 
T= 21 = 93780,14% 


il y a done alors du désavantage a parier un contre un que A gagnera 
la partie dans 23 780 coups; mais il y a de l’avantage a parier qu’il la 
gagnera dans 23 781 coups. 


i's 


Considérons deux urnes A et B, renfermant chacune le méme 
nombre z de boules; et supposons que, dans le nombre total 2n de 
boules, il y en ait autant de blanches que de noires. Concevons que 
l’on tire en méme temps une boule de chaque urne, et qu’ensuite on 
mette dans une ufne la boule extraite de l’autre. Supposons que l’on 
répete cette opération un nombre quelconque r de fois, en agitant a 
chaque fois les urnes pour en bien méler les boules; et cherchons la 
probabilité qu’apres ce nombre r d’opérations il y aura x boules blan- 
ches dans lurne A. 

Soit z,, cette probabilité; n?” est le nombre des combinaisons pos- 
sibles dans r opérations, car, ’ chaque opération, les boules del’urne A 
peuvent se combiner avec chacune des x boules de l’urne B, ce qui 
produit nz? combinaisons; n*”z,,. est done le nombre des combinai- 
sons dans lesquelles il peut y avoir 2 boules blanches dans l’urne A 
apres ces opérations. Maintenant il peut arriver que l’opération 
(r+ 1)™ fasse sortir une boule blanche de |’urne A, et y fasse ren- 
trer une boule blanche : le nombre des cas dans lesquels cela peut 
arriver est le produit de n°”s,, par le nombre a des boules blanches 
de l’'urne A, et par le nombre x — & des boules blanches qui doivent 
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étre alors dans l’urne B, puisque le nombre total des boules blanches 
des deux urnes est 7; dans tous ces cas, il reste 2 boules blanches 
dans l’urne A; le produit a(n — a)n*"s,, est done une des parties 
dG: wo gs. 

[1 peut arriver encore que l’opération (7+ 1)*™* fasse sortir et 
entrer dans l’urne A une boule noire, ce qui conserve dans cette urne 
x boules blanches; ainsi n — x étant apres l’opération r#*™¢ le nombre 
des boules noires de l’urne A, et x étant celui des mémes boules dans 
l'urne B, on voit, parle raisonnement précédent, que (rn —@)xn?"z,,, 
est encore une partie de n?"**z,,,,. 

S'il y a 2 —1 boules blanches dans l’urne A apres l’opération r*™®, 
et que l’opération suivante en fasse sortir une boule noire et y fasse ren- 
trer une boule blanche, il y aura 2 boules blanches dans l’urne A a 
l’opération (r+1)*™*. Le nombre des cas dans lesquels cela peut avoir 
lieu est le produit de n?"s,_,, par le nombre n—a-~+1 des boules noires 
de l'urne A, apres l’opération r*™*, et le nombre zn — x -+1 des boules 
blanches de l'urne B apres la méme opération; (2 — 2 +1)?n?"sy_,, 
est done encore une partie de n*"**z,,,.,,. 

Enfin, s'il y a a+ 1 boules blanches dans l’urne A apres l’opéra- 
tion r™*, et que l’opération suivante en fasse sortir une boule blanche 
et y fasse rentrer une boule noire, il y aura encore, apres cette der- 
niére operation, 2 boules blanches dans l'urne. Le nombre des cas 
dans lesquels cela peut arriver est le produit de n?”z,,,,, par le nombre 
ax +1 des boules blanches de l’urne A, et par le nombre w +1 des 
boules noires de l’urne B; (a+ 1)?n*"z,,,, est done encore une 
partie de n?”*?z,,.,. 

En réunissant toutes ces parties et en égalant leur somme 4 


ores 


*s.,4;, On aura l’équation aux differences finies partielles 


x -+1\? 22 x w—r1\? 
Boe eg A, a re ee seep) pees eae eee 
zyr+ti n ) e+1i,? Nn n Fe n ,@2—1,! 


Quoique cette équation soit différentielle du second ordre par rapport 


7 


ala variable x, son intégrale ne renferme qu'une fonction arbitraire 
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qui dépend de la probabilité des diverses valeurs de w dans |’état ini- 
tial des urnes. En effet, il est visible que si l’on connait les valeurs de 


y,9 correspondantes a toutes les valeurs de w, depuis 2 =o jusqu’a 
x ==n, l’équation précédente donne toutes les valeurs de z,.,, Zy.55 +++ 
en observant que, les valeurs négatives de x étant impossibles, ¢,,..,. est 
nul lorsque a est négatif. 

Lorsque x est un tres grand nombre, cette équation se transforme 
dans une équation aux différences infiniment petites particlles que 
l'on obtient ainsi; on a alors, a tres peu pres, 


Oz) 1 Os, 


AE pe Fag Ox * 2 Oa?” 

2 fear2 Ona LOS 

ad iene a aay, Paar Po 
z O25. 

Sg Ti — “ar a as 

Soit 
M+pyn 
pa a ee eng OE 


Péquation précédente aux différences partielles deviendra, en négli- 
I 
geant les termes de l’ordre —, 


au au, au 
or’ ys Op. Ope 2 


‘Pour intégrer cette équation, qui, comme on peut s’en assurer par la 
méthode que j’ai donnée pour cet objet, dans les Mémoires de l’ Acade- 
mie des Sciences de année 1773 ('), n’est intégrable, en termes finis, 
qu’au moyen d’intégrales définies, faisons 

Hikes fe dt ev - 
o étant une fonction de ¢ et der’, on aura 
ou 


2p =2e Mig —2 fe (9dt + td), — fe-vlPodt; 
Op. 7 a 7 T T 


(!) OFueres de Laplace, T. VIII. 
OEuvres de L. — XII. 48 
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|équation auy différences partielles en U devient ainsi 


. ro) o ‘ ) 
few SS a = 2e-Hio—-+- J em di(eg —a2t ). 


“ 


En égalant entre eux les termes affectés du signe /, conformément a 
la méthode que j’ai donnée dans les Mémoires de U’ Académie des Sciences 


de 1782 ('), on aura l’équation aux différences partielles 


et le terme hors du signe /, égalé & zéro, donnera, pour I’équation 
aux limites de l’intégrale, 


o=ige=!. 


Lintégrale de l’équation précédente aux differences partielles est 


vis ve t 
v (i) étant une fonction arbitraire de |; on a done 


‘ s 
U- [a go ee vce): 
: e2" 


¢=op+asV—1; 


Soit 


l’équation précédente prendra cette forme 


\) Ue / ds e~** nee ay!) : 
* e*! 


Il est aisé de voir que l’équation aux limites de l’intégrale, donnée ci- 
dessus, exige que les limites de lintégrale relative a s soient prises 
depuis s = — x jusqu’’a s =~. En prenant le radical ¥—1 avec le 
signe —, on aurait pour U une expression de cette forme 


; 3 a ee 
U =e fos vad a 


') OEuvres de Laplace, T. X. 
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la fonction arbitraire II(s) pouyant étre autre que la fonction ['(s). 
La somme de ces deux expressions de U sera la valeur entiere de U; 
mais il est facile de s’assurer que les intégrales, étant prises depuis 
$= — oo jusqu’a s = x, l’addition de cette nouvelle expression de U 
n’ajoute rien a la généralité de la premiére dans laquelle elle est com- 
prise. 

Développons maintenant le second membre de l’équation (A), sui- 
vant les puissances de aR? et considérons un des termes de ce déve- 
loppement, tel que 


He? 


our’ — fdse*(s—py—1)"; 


ce terme devient, apres les intégrations, 


ae ot—1) Ve HW e-” z ne ea \ ee eae, 8 
= — Uys Ss —— DY bees Sos 
oy eur i 2 Pe it Dineyatl BP) AO AaB BIAS, : 


Considérons encore un terme du développement de l’expression de | 
tel que 


L®) con ay oS 2i+1 
Seeds ~ fase #(s—pV—1); 
et! 


ce terme devient, apres les intégrations, 


SSS ia eet peed a8 


9! Elbit Ph ee 


(20-1) LY) per vel, 


On aura done ainsi l’expression générale de la probabilité U, déve- 
loppée dans une série ordonnée suivant les puissances de ar série 
qui devient tres convergente, lorsque 7’ est un peu considérable. 
Cette expression doit étre telle que fu dx ou + fU duyn soit égal a 
Vunité, les intégrales étant étendues & toutes les valeurs dont x et v. 
sont susceptibles, c’est-a-dire depuis 2 nul jusqu’a a =n et depuis 
u.== — Vr jusqu’a w= yn; car il est certain que l'urne doit ou non 
contenir des boules blanches. En prenant l’intégrale feWdp. dans 


1 


ces limites, et généralement dans les limites + 7”, on a le méme 


ey ORS ee or er WAR Pe awe a 7 $B) 
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x . . Te > 
résultat & trés peu pres qu’en la prenant depuis w= — x jJusqua 
ene A ‘ 
=» et, vu ’extréme rapt- 


u.= 03 la différence n’est ici que de ordre — 
; VV 


dité avec laquelle e~” diminue & mesure que 2 augmente, on voit que 
cette différence est entitrement insensible lorsque 2 est un grand 


nombre. Cela posé, considérons dans l’intégrale 5 / Uduyn le terme 


1.3.5...(2i—1) 1H Var [ ee t , . t(¢—t) 
~= A —— =f — —(ap)?'+ — — (ap)t—... 4. 
aietir’ . sila F io i race H) ; 
En étendant l’intégrale depuis u = — x jusqu’’A u = %, ce terme de- 


vient 


1.3.5...(2— 1) 4HMaVal .. Ub i(i—1)(¢—2 
cape YB Ye eee ee eee, 
gtah [23 rO20 ‘ 
: : -  t(&—1) , ess Fe : 
le dernier facteur 1 — z+ ——,.. est égal & (¢v — 1)‘; il est donc 
1.2 : 


nul, excepté dans le cas de c= 0, ot il se réduit a unite. Il est vi- 
sible que les termes de l’expression de U qui renferment des puis- 


sances impaires de wu donnent un résultat nul dans Vintégrale 


{12 


ont pour facteur e™, et l’on a généralement dans ces limites 


{ ik tet ent os 


0 


i! n’y a done que le premier terme de l’expression de U, terme que 


yy, 


nous représentons par He’, qui puisse donner un résultat dans l’in- 


tégrale 5 | U du. yn, et ce résultat est ‘Hn; ona done 


© = 


1Hnayx=1, 


par consequent 
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L’expression générale de U a ainsi la forme suivante 


i 


teat wate 


pee sy Oe) OG eee ie) 
- et" ; er ~ 
e L rt LO nr — 5p”) P! Dp setae) 
ez" eer" eior 


Q", Q”, ..., L, L®, ... étant des constantes indéterminées qui dé- 
pendent de la valeur initiale de U. 
Supposons que U devienne X lorsque 7’ est nul, X étant une fonc- 
tion donnée de uw. On a généralement ces deux théorémes 
= Qi) {p24 dp.U;e—™’, 


GS Li) f p2+t du Ule—™, 


lorsque g est moindre que z, U; et U; étant les fonctions de uv. par les- 


20 e-v 2.L™® e-v? ery , ; f 
quelles ———_ —=—-— sont multipliés dans l’expression de U. 
Van et nt e(ti+2yr 
eee aA TD es" : : 
Par ce qui précede, le terme —~———— est égala 
vf (3) 
aE ME 5 


H® ery 


ew 


eo fds ea (p. + $ view be 
il faut done démontrer que l’on a 


es { ip ped ds dp e~—* (un + s4/ Za a 


En intégrant d’abord par rapport 4 wu, ce terme devient 


2 (aD 
2q—I1 on Sth 
2q—2 ARS i 
ee ic { p2I-* du. ds e-W—"(u + 5\/—1) 
Un a — oF 
Ces) nm 
. 253 [7 =\2t—1 
+ef ip pies eh (p = ev ee) ahaa 
v—2 —~2a 


En continuant d’intégrer ainsi par parties, on arrive & des termes de 
la forme 
K { { Andie? Cue §i/— 3)", 
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e n’étant pas zéro; et, par ce qui précéde, ce terme est nul. On prou- 


vera de la méme maniére que ona 


o= LM f ptetdy Ue. 
De 1a il suit que l’on a généralement 
2 | U,; U; dpe’, 
o= ig U; U; dpe, 


ret ¢’ étant des nombres différents; car, si, par exemple, ¢’ est plus 
grand que z, toutes les puissances de uw dans U; seront moindres que 
2t'; chacun des termes de U donnera done, par les théorémes préceé- 


dents, un résultat nul dans Vintégrale { U;U; due. Le méme rai- 
sonnement a lieu pour l’intégrale { U; U;,du.e™. 
Mais ces intégrales ne sont pas nulles lorsque z= ¢; on les obtien- 


dra, dans ce cas, de cette maniére. On a, par ce qui précede, 


fie og coat 4 PEE 


U, —— 


Ted sb, ich 1) Vn 
Le terme qui a pour facteur p.?‘ dans cette expression est 


at (y—a)" pt 


PTD ae Sh — Bye 


or on peut ne considérer que ce terme dans le premier facteur U, de 


Vintégrale | U;U;due’; car les puissances inférieures de. dans 


“—o 


ce facteur donnent un résultat nul dans l’intégrale; on a done 


952i 


| U,U, du. er = ay RATT, sth sf Laiies ds ev" a a sy- -1)™ 
: r.2.09 


te ..(2i—1)P Vx 
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‘ 


On a, en intégrant par rapport a p, depuis u = — x» jusqu’a w= x, 
f f p2! dp.dse-W-8 (pn + 5/1) 


att C=) n ‘ 3 3 
2 5 ih perdu dseW-#(u + sf—1)™ 
SUM | eet (is een 2 (eee eee 


met: 


Le premier terme du second membre de cette équation est nul par ce 
qui précede; ce membre se réduit donc a son second terme; on trouve 
de Ja méme maniere que l’on a 


n oo 
; y.2—s2f fae NE 
v—nVv—w 


# oO 1D 
2t—1 , eae re 
a 27-2 ye / 2i—2 
cei “f { pet? du. ds e—“W— (un. + syV—1) : 
2s ey ee 20 


et ainsi de suite; on a done 


+0 ed as 

‘ $= 6  iaeecenaae ae 7 Le2vos cc Scere 

{ { pe dp. ds ev (Cy + § V —— 1) <r =< ie ; 
ey ORES 2 


e 


par conséquent 


ti ; 2.4.6...20Vr 
: : 6 EE EE CS 
f UUidpe ¥.36D..5(2t—1) 


On trouvera de la méme maniere 


fo U;Uidpew= 


von 


I 
eee Ce 


on a évidemment 
| U, U;.due-# =o 
dans le cas méme oi 7 et z’ ne sont pas différents, parce gue le produit 
U, U;, ne contient que des puissances impaires de w.. 
Cela posé, l’expression générale de U donne, pour sa valeur initiale, 
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que nous avons désignée par X, 


9 eb 
x= a ee (1_— ap?) +... +L p+ LOY) p(1— 3p?) +...]. 
YrRuqgq 
Si l’on multiplie cette équation par U;du, et si l’on prend les inté- 
grales depuis u. = — co jusqu’’a vu. =e, on aura, en vertu des théo- 
rémes précédents, 


a 


| h XU; dp = eee Qe (U; U; dpe-*’; 


5 Vat 


d’ot: l'on tire 


7435,..(8— 1) veer 
Qu ae Seats f XU; dp; 
DB ift Ors act whee. 
on trouvera de la méme maniere 
aK . i AR 
a Todos, eel DSE—+ I) V 22 ; 
iis: Drtee rel 2 tee Ls [ XU;dp. 
2AZOs. 22 ie 


» 


On aura done ainsi les yaleurs successives de Q", Q®,..., LD, L,..., 
au moyen d’intégrales définies, lorsque X ou la valeur initiale de U sera 


donnée. 


—- : , (at ays . a 
Dans le cas ol X est égal 8 ——e~"™’, l’expression générale de U 
Var ; 


. 3 : 2 . : . T— 
prend une forme tres simple. Alors la fonction arbitraire yyceataliy 


j=5Ne 


s—Uy—t 
ant) 


constantes 6 et &, nous observerons que, en supposant 


de la formule (A) est de la forme bes . Pour déterminer les 


on aura 
_y2 12 6p. JI 
: a —(1+6) (eas =) 
|) ees are ds e Ee 2 
v—o 


en faisant ensuite 


Vi-+- B(s— Rie _ rend! ar 


x 


et observant que Vintégrale relative & s devant étre prise depuis 
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s=—o jusqu’a s= +, lintégrale relative a s’ doit étre prise 


dans les mémes limites, on aura 


ae UR ace 
Vit 6’ , 


En comparant cette expression a la valeur initiale de U, qui est 


a hey 
ee 


et observant que 6 est la valeur initiale de 6’, on aura 


U 


Serres 
Cae. 


1+ 6 
d’ot l’on tire 
.1-P , 1—P 
Tecra per 
On doit avoir ensuite 
kV/n Me, 
Vi+6 Ynz 
ce qui donne 
2 
k C— =) 
Van 


valeur que l’on obtient encore par la condition que 


=f UdpVn=1; 


on aura done pour I’expression de U, quel que soit 7’, 


=st)3 
2 
v= ——— 


_ e+’ 
nt(1+ 6’) 


On trouve, en effet, que cette valeur de U, substituée dans l’équation 
aux différentielles partielles en U, y satisfait. 6’ diminuant sans cesse 
quand 7’ augmente, la valeur de U varie sans cesse et devient a sa 
limite, lorsque 7’ est infini, 


OEuvres de L. — XII. 49 
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Pour donner une application de ces formules, imaginons dans une 
urne CG un trés grand nombre m de boules blanches et un pareil 
nombre de boules noires. Ces boules ayant été mélées, supposons 
que l’on tire de l'urne x boules que l’on met dans l'urne A. Suppo- 
sons ensuite que l’on mette dans l’urne B autant de boules blanches 
qu'il y a de boules noires dans l’'urne A, et autant de boules noires 
qu'il y a de boules blanches dans la méme urne. II est clair que le 
nombre des cas dans lesquels on aura 2 boules blanches, et par con- 
séquent 2 — boules noires dans l’urne A, est égal au produit du 
nombre des combinaisons des mm boules blanches de l’urne C, prises 
x i x, par le nombre des combinaisons des m boules noires de la 


méme urne, prises 2 — xa n— x. Ce produit est égal A 


m(m—1)(m—2)...(m—xv+1) m(m—1)(m—2)...(m—n+u+1r) 


1.9.3..<2 1.2.3...(m—2z) 
oua 
EOC Roe east a 


he Dede ne Bibs Bed-.-(M—2).1.3.5.0.( 8 — L).1.9.351.(M— NED) 


Le nombre de tous les cas possibles est le nombre des combinaisons 


des 2m boules prises ran; ce nombre est 


Rogie eee y 70) 


eh ee ree ey =r 
. 


en divisant done la fraction précédente par celle-ci, on aura pour la 
probabilité de # ou pour la yaleur initiale de U 


(26968; » WOR Beda IE 8 ee LOT) 
1.2.3...2.1.2.3...(m—2).1.2.3...(N—2).1.2.3...(m—n+2).1.2.3..,8am 


Maintenant, si l’on observe que l’on a a trés peu pres, lorsque s est 
un trés grand nombre, 


s 
ag Fis Pe pee 


on trouyera aprés toutes les réductions, en faisant 


ne BVE 
2 
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et négligeant les quantités de l’ordre —, 
7 


—m 2 
U — 2 m & m—n, 
> ae ? 
Vnt 2m—n 


en faisant done 


Ue phd Me ’ 
27 — ir 
on aura 
Us hee, 
Vrit 
Si le nombre m est infini, alors 7? = £, et la valeur initiale de U est 
U V2 Sarai 
mr 


Sa valeur, apres un nombre quelconque de tirages, est 


v2 


4r 
2 oe 


Up SS Se Se a ame 
anliek) 
nt\I+-e” ) 


Le cas de m infini revient 4 celui dans lequel l’urne A serait remplie, 


en projetant n fois une piece qui amenerait indifféremment crovw ou 
pile, et en mettant dans l’urne A une boule blanche chaque fois que 
croix arriverait, et une boule noire chaque fois que pile arriverait; car 
il est visible que la probabilité de tirer une boule blanche ou noire de 
l’urne C est + comme celle d’amener crovz ou pie. En prenant linté- 
grale ee dx ou $fU duyn depuis u == —a@ jusqu’a 4. =a, on aura 
la probabilité que le nombre des boules blanches de l’urne A sera 
compris dans les limites += ayn. 


hile 
Du milieu qui faut choisir entre les résultats des observations. 


Lorsque l’on veut corriger un élément déja connu a fort peu pres, 
par l’ensemble d’un grand nombre d’observations, on forme des équa- 
tions de condition de la maniére suivante. Soient z la correction de 
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élément et 6 l’observation; l’expression analytique de celle-ci sera 
une fonction de l’élément. En y substituant, au lieu de l’élément, sa 
valeur approchée, plus la correction =; en réduisant en série par rap- 
port & = et négligeant le carré de =, cette fonction prendra la forme 
m+ ps, a laquelle on égale la quantité observée 6, ce qui donne 

6= m+ ps; 

s serait done ainsi déterminé, si l’observation était rigoureuse; mais, 
comme elle est susceptible d’erreur, en nommant ¢ cette erreur, on a 


rigoureusement 
6+¢e=m-+ ps3 


ou, en faisant 6— m= 9, ona 

E—Pps—y9Q. 
Chaque obseryation fournit une équation de condition semblable, que 
l’on peut représenter pour l’obseryation (z+ 1)*™® par celle-ci 

ef) — pls — ol), 
En réunissant toutes ces équations, ona 
Sel = 5p) — Sq, 

le signe S se rapportant a toutes les valeurs de z, depuis «= 0 jusqu’a 
r=s—r1,s étant le nombre total des observations. En supposant nulle 


la somme des erreurs, cette équation donne 


Sp? : 
c'est ce que l’on nomme ordinairement résultat moyen des observa- 
tions. 

J’ai donné dans le Volume précédent (‘) la loi de la probabilité des 
erreurs de ce résultat; mais, au lieu de supposer nulle la somme 
des erreurs, on peut supposer nulle une fonction quelconque linéaire 


de ces erreurs que nous représenterons ainsi 


(mm) qé ak qe + qvrea., eat g's) e(s—1), 


(1) Voir, plus haut, p. 322 et suivantes. 
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», ... étant des nombres positifs ou négatifs que nous suppo- 


i arb 
serons étre entiers. En substituant dans la fonction (m), au lieu de «, 
e), ..., leurs valeurs données par les équations de condition, elle 
devient 

sSpOqW— Sql, 
En égalant donc a zéro la fonction (m), ona 


Sg) o 
“~~ SpOq@" 


Soit z’ erreur de ce résultat, en sorte que l’on ait 


Sq oli) 
ea Sp)q) 


i ” 
ey, 


ce qui donne pour l’expression de la fonction (7m) 
z! SpMg : 


et déterminons la loi de probabilité de l’erreur z’ du résultat, lorsque 
les observations sont en grand nombre. Pour cela, considérons le pro- 
duit 
5 (2) eI VAI ye § v (2) eM2a Vix. 5 § ¥ (=) et'Y2ay=1, 
a a 


a 


le signe S s’étendant ici depuis la valeur négative extréme de x 
jusqu’a sa valeur positive extréme : v (2) est la probabilité d’une 
erreur x dans chaque observation, x étant suppose, ainsi que a, formé 
d’une infinité de parties prises pour unité. Il est clair que le coeffi- 
cient d’une exponentielle quelconque e’7~' dans ce produit sera la 
probabilité que la somme des erreurs de chaque observation, multi- 
pliées respectivement par q, g"", ..., c’est-a-dire la fonction (m), sera 
égale 2 2; en multipliant done le produit précédent par e~/7v—', le 
terme indépendant de o, dans ce nouveau produit, exprimera cette 
probabilité. Si l’on suppose, comme nous le ferons ici, la probabilité 
des erreurs de chaque observation la méme pour les erreurs, soit 
positives, soit négatives, on pourra, dans la somme sw (2) eeay—t. 
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réeunir les deux termes multipliés, ’'un par e?*%¥~-' et l'autre par 
e277", alors cette somme prend la forme 2s u'(=) cosgxo. Il en 


est de méme des autres sommes semblables. De 1a il suit que la pro- 
babilité que-la fonction (m) sera égale 4 Z est le terme indépendant 


de o dans la fonetion 
_ [2 [£ 
e—'BV-1x 38 U (=) cosgqzu < 25 0 (=) cosqMaw xX... 
a 
Bee be. 
x 28 W (=) cosq’ Dao. 
a 


En y changeant —/ dans /, on aura la probabilité que la fonction (m) 
sera égale 4 — /; en réunissant ces deux expressions, le terme indé- 


pendant de o dans le produit 
yg ay oe 
2coslma x 2SU = ) CO8dz@ Xx 28 W = cosqYxrw xX... 
a c 
aw 
< 28 w (=) cosq’-) eo 
a 


est la probabilité que la fonction (m) sera ou + Zou — é; cette proba- 
bilité est done 


=f dx cosla x 28 v(<) cosgxu x 28 ¥ (2) cosqVaw x... 


a 


[x 
x 28 W (=) cosg’s—) aw. 


On a, en réduisant les cosinus en séries, 


. 2 
s v (=) cosqzu=S ¥ (=) - Leas — 4 (2) ase 
a, a a 


a 


Sp ika~ see / p “oR , an5, 
Si lon fait ~ =’, et sil’on observe que, la variation de & étant l’unite, 


ona dz = ~ on aura 
eo ae 
sv (2) =a fde'W(c'). 


Nommons & l’intégrale 2 { da’ V(x"), prise depuis a nul jusqu’é sa 
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valeur extréme; nommons pareillement & l’intégrale if 2? de Wa’) 
étendue dans les mémes limites, et ainsi de suite; nous aurons 


Bf 
2sw (=) cosqam = ak(1— © para +. i .); 


/ 


son logarithme est 
k'¢? 
Tar y 


@o?—...+logak. 


ak ou 2a { da! W(x’) étant égal a 28 w(<), il exprime la probabilité 
que l’erreur de chaque observation sera comprise dans ses limites, ce 
qui est certain; on a donc ak =1, ce qui réduit le logarithme précé- 
dent a 


De la il est aisé de conclure que le logarithme du produit 
28 (=) COSY LD X< 2s¥(2) cosgive x...>< 95 ¥(=) cosg’s-Y aw 
C 


est égal a 


k' ae 
27~2 
~- z 59" aw? —..., 


le signe S s’étendant ici depuis ¢=o0 jusqu’’ «= s — 1. Lorsque les 
observations sont en trés grand nombre, on peut ne conserver que le 
premier terme de la série; car il est facile de voir que la somme des 
carrés ou des cubes, ... de g, 7, ... étant de ordre s, chacun des 
termes de la série a pour facteur une quantité de cet ordre; mais, si 
l’on suppose que sa?s* soit toujours d’un ordre moindre que ys, alors 
le second terme de la série étant de l’ordre sa‘a*, il sera trés petit et 
deviendra nul dans le cas de s infini; on peut done négliger vis-a-vis 
du premier terme le second, et 4 plus forte raison les suivants. Main- 
tenant si l’on repasse des logarithmes aux nombres, on aura 


== . a? 8 qi? 
e ; 


284(=) COSYLD X 2s (=) os Ae) Ered cp eee 
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la probabilité que la fonction (m) sera égale & +¢ou & —/ est done, 


en intégrant depuis o nul jusqu’ao =z, 


2 


9 
— adwcoslue 
at J, 


_# armas 


Si l’on fait aa = 2, cette intégrale devient 


an kK B 

2 l — = esq? 

— dtcos—te * ; 
av 0 a 


L’intégrale relative A o devant é¢tre prise depuis o nul jusqu’a o =7, 
lintégrale relative & ¢ doit étre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢= az ou 
jusqu’a V'infini, @ étant supposé d’un nombre infini d’unités. A la vé- 
rité, nous sommes paryenus & l’intégrale précédente, en supposant 
sa*o* ou st? d’un ordre plus petit que ys; mais, lorsque st? est de 


aa ee 


ordre ys, ’exponentielle e “ " devient si excessivement petite 
que l’on peut, sans crainte d’aucune erreur sensible, étendre Vinteé- 
grale au dela jusqu’a Vinfini. Cela posé, cette intégrale devient, par 
l'article II, 

kD 


I 1 eee ys 
ns Sy 4k ars qi? 


En faisant done /= ar, et observant que, la variation de / étant Punité, 


onaadr—=1, on aura 


I 


Be kr? 
dre RS gq? 
Niki Rag 
/*e Sq)? 


pour la probabilité que la fonction (m) sera comprise dans les limites 
== ar. 

Déterminons présentement la valeur moyenne de l’erreur a craindre, 
en adoptant pour résultat moyen des observations la correction 


S70 off) 
Spagw’ 


qui résulte, comme on l’a yu, de l’égalité de la fonction (m) A zéro. 
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s’ étant supposé la correction de ce résultat, la fonction (m) devient 
s'Spq. En faisant cette quantité égale a ar, on aura 


kr? F 

—- ———_ : F k 2! (Sp®q®)? 
RS GOA LS ahi¥ gil BP tall Sl eta 

dre q dz! S$ pq th a Sq 


eee eS SS —— ee | 7 3 
[1 7 
a/E Sq? 2aVT / 784 


le coefficient de dz’ dans le second membre de cette équation est donc 


Vordonnée de la courbe des probabilités des erreurs z’ qui représen- 
tent les abscisses de cette courbe, que l’on peut étendre a l’infini de 
chaque coté de l’ordonnée qui répond a 2’ nul. Cela posé, toute erreur, 
soit positive, soit négative, doit étre considérée comme un désavan- 
tage ou une perte réelle 4 un jeu quelconque; or, par les principes 
connus du Calcul des probabilités, on évalue ce désavantage en pre- 
nant la somme de tous les produits de chaque désavantage par sa pro- 
babilité; la valeur moyenne de l’erreur a craindre est donc la somme 
des produits de chaque erreur, abstraction faite du signe, par sa pro- 


babilité; par conséquent elle est égale a l’intégrale 


ao 
Hf aida! SpYq® — ks(spq@) 
; ee ee 


‘ sy harsgu? , 

a ? 

kit Pe 

~2a Sq‘)? 
V ages 


erreur moyenne craindre est donc 


(B) (None 


2a Ss" i cy ~~ 
\ An SpMq 


Les valeurs de p, p”, ... sont données par les équations de condition; 
mais les valeurs de g, 9, ... sont arbitraires et doivent étre détermi- 
nées par la condition que l’expression précédente soit un minimum. 
Cette condition donne, en ne faisant varier que q”, 


gq? p 


Sg? Spoq? : 


Cette équation a lieu quel que soit 7; et, comme la variation de z ne 


OkFuvres de L. — XI. Hye) 
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ae . : Sqi?* 
fait point changer la fraction Spiagm? en lanommant u, on aura 


q—PP> qvu=pp, ken gi®-1) = ppl), 


et l’on peut, quels que soient p, p", ..., prendre pu tel que les nombres 
g, 75 -.. soient des nombres entiers, comme I’analyse précédente 
lexige. Alors la formule (B) donne, pour l’erreur moyenne & craindre, 


(D) —; Sp; 


c’est, dans toutes les suppositions que l’on peut faire sur les valeurs de 
q,q,..+, la plus petite erreur moyenne possible. Le résultat moyen 
des observations devient alors 


Spi 90 
S pth: 


~ 


Si l'on suppose les valeurs de qg, g'”, ... égales & +1, l’erreur 
moyenne & craindre sera la plus petite lorsque le signe -& sera déter- 
miné de manivre que pg soit positif, ce qui revient & supposer 
i=q=g=..., et a préparer les équations de condition, de sorte 
que le coeflicient de s dans chacune d’elles soit positif : c’est ce que 
l'on fait dans la méthode ordinaire. Alors le résultat moyen est 


Sof) 
Sp’ 


“ 


et erreur moyenne a craindre est 


2a\/s : 
Ses Wire? 
ke 


Sp 
mais cette erreur surpasse la précédente (D), puisque celle-ci est la 
plus petite possible. On peut s’en conyaincre d’ailleurs de cette ma- 


niere : ona 


ee ge ou sSpl)’ > (Spl), 
Spo ~ Sp" ses So 
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En effet, 2pp est moindre que p® + p?, puisque (p” — p)? est une 
quantité positive; on peut donc, dans le second membre de l’inégalité 
précédente, substituer pour 2pp', p?+ p)?— f, f étant une quantité 
positive. En faisant des substitutions semblables pour tous les pro- 
duits semblables, cesecond membre sera égal 4 s(p?+p'? +... +-p*-"?) 
moins une quantité positive. 


Le résultat 
S pH ol 
Sp 


a — 


auquel correspond le minimum d’erreur a craindre, est celui que 
donne la méthode des moindres carrés des erreurs, car la somme de 
ces carrés étant 


(ps — 9+ (ps — QO)... (pes — gO), 


la condition du minimum de cette fonction, en faisant varier s, donne 
pour cette variable l’expression précédente; cette méthode doit done 
étre employée de préférence, quelle que soit la loi de facilité des erreurs, 


loi dont dépend le rapport = Quoique cette loi soit presque toujours 
ignorée, cependant on peut supposer . > 6. En effet, si on suppose 
que les limites des erreurs de chaque observation sont + a, alors a” 
étant =; la valeur de x’ s’étendra depuis zéro jusqu’a l’unité de sorte 


qu’on obtiendra les intégrales 


1 
af dag! MEX a2!) 
0 


1 
4g wide Pix, 
0 


que £ et & représentent; il faut done faire voir qu’alors 


et 


1 1 
af ag YT Ca") >of ae de WE al}. 
0 0 
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Pour cela, il suffit de prouver que l’ona 


x” [ dz' (a) >3f ada! V2"). 
0 


“@ 


\ 
En effet, si l'on différentie cette inégalité, on aura 


az! [ dz! V(2')>ax? V(z') 
0 
ou 


fe az! B(2')>2' Uz’). 


“oO 


Differentiant encore cette inégalité, on aura 


or cette inégalité est juste, si l'on suppose que la probabilité W(2’) 
de erreur x de chaque observation est d’autant plus petite que l’er- 
reur est plus grande, ce qu’il est naturel d’admettre; la différentielle 
de W(2’) est alors négative, et, par conséquent, moindre que zéro. 
De Ja il suit que la fonction (D) est moindre que 
2a 


Jen8 po 


La moitié de cette fonction est l’erreur moyenne 4 craindre en plus, 
en adoptant le résultat donné par la méthode des moindres carrés; 
cette moitié, prise avec le signe —, est l’erreur moyenne & craindre 
en moins. On peut done apprécier par 1a le degré d’approximation de 
ce résultat, en prenant pour a@ l’écart du résultat moyen qui ferait 
rejeter une observation. Dans lignorance entiére ou l’on est le plus 
souvent de la loi des erreurs, on peut également prendre toutes celles 
qui satisfont aux deux conditions de donner la méme probabilité pour 
les erreurs positives et négatives égales, et de rendre les erreurs d’au- 
tant moins probables qu’elles sont plus grandes. Alors il faut choisir 
la loi moyenne entre toutes ces lois, et que j’ai déterminée dans les 
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Meémotres de l’ Académie des Sciences, année 1778, page 258 ('). Cette 
loi donne, pour la probabilité de l’erreur + 2, 


<= lee: 
aa 9° g? 
on trouve alors 
k 
Rk —— 18, 
ce qui donne ——“—— pour l’erreur moyenne a craindre 
32778 pi)? 
Si Pon fait 
2at 4 / 
oe - Ke 
ap 


on aura par ce qui précede, dans la méthode des moindres carrés des 
erreurs, ol g) = wp, 


2 : 3 
— fade Cue 
Vn 
pour la probabilité que l’erreur du résultat moyen sera comprise dans 
K 
= 2at( / = 
a \/4 
VS pi? 


Dans la méthode ordinaire ot g = 1, lintégrale précédente exprime 


les limites 


- 


la probabilité que Verreur du résultat moyen donné par cette méthode 
sera comprise dans les limites 


saat / Ey 


Sp 


La valeur de ¢ étant supposée la méme pour les résultats des deux 
méthodes, la probabilité que l’erreur sera contenue dans les limites 
correspondantes sera la méme; mais ces limites sont plus resserrées 


dans la premiére méthode que dans la seconde. Si l’on suppose que 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 412. 
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ces limites sont les mémes, relativement aux résultats des deux me- 
thodes, la yaleur de ¢ sera plus grande, et par conséquent la proba- 
bilité que l’erreur du résultat moyen n’excédera pas ces limites sera 
plus considérable dans la premitre méthode que dans la seconde; 
ainsi, sous ce nouveau rapport, la méthode des moindres carrés mé- 
rite la préférence. 


VIL. 


Supposons maintenant qu'un méme élément soit donné : 1° par le 
résultat moyen de s observations d’un premier genre et qwil soit, par 
ces observations, égal & A; 2° par le résultat moyen de s’ observations 
d’un second genre et qu’il soit égal ’ A+ ¢; 3° par le résultat moyen 
de s” observations d'un troisieme genre et qu’il soit égal & A+ q’, et 
ainsi du reste. Si l’on représente par A+ a l’élément vrai, l’erreur 
du résultat des obseryations s sera — v; en supposant done 6 égal a 


si l'on fait usage des moindres carrés des erreurs pour déterminer le 


/t Sp 

Koa Vs 

si l'on emploie la méthode ordinaire, la probabilité de cette erreur 
sera, par l'article précédent, en supposant s un grand nombre, 


resultat moyen, ou i 


L’erreur du résultat des observations s’ sera g — x, et en désignant 


par 6’, pour ces observations, ce que nous ayons nommé & pour les 


observations s, la probabilité de cette erreur sera 
— e— 5 (2-9), 


Pareillement, l’erreur du résultat des observations s” sera gq — x, et, 
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en nommant pour elles 6” ce que nous avons nommé 6 pour les obser- 
vations s, la probabilité de cette erreur sera 


N 
£u2( > 12 
— 6"4( xr—q')?. 
é Gale 


Tw 
et ainsi de suite. Le produit de toutes ces probabilités sera la proba- 
bilité que — x,-q— 2, gq — «x, ... seront les erreurs des résultats 


moyens des observations s, s’, s’, ...; cette probabilité est donc 
égale a 


I " 
a ee oo ae e— O21 — 69 (x@—g— 6" (2— 9g" P—... 
vr Vn Vn 
En la multipliant par dx et prenant l’intégrale depuis 2 = — » jus- 
qu’a 2 =>0, on aura la probabilité que les résultats moyens des obser- 
vations s’, s”, ... surpasseront respectivement de g, g’, ... le résultat 


moyen des observations s. 

Si lon prend l’intégrale dans des limites déterminées, on aura la 
probabilité que, la condition précédente étant remplie, l’erreur du 
premier résultat sera comprise dans ces limites; en divisant cette pro- 
babilité par celle de la condition elle-méme, on aura la probabilité 
que l’erreur du premier résultat sera comprise dans les limites don- 
nées, lorsqu’on est certain que la condition a effectivement lieu; cette 
probabilité est done 


fide e— 6? x2 — 6" (x —q)?—6"8 (x —q")?—... 


5 5 3 
i dx e— 0 x? — 6? (x —g)?— 62 (x —q' }P—... 


l’intégrale du numérateur étant prise dans les limites données et celle 


du dénominateur étant prise depuis 2 = — x jusqu’aaw =x. 
Ona 
62224 62(a2 —q)?+6"(a2—q')?+... 
== (674+ 62406"... )xt§—ax(6%g + 6g! +...) + Og Cg... 


Soit 
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la probabilité précédente deviendra 


fot e— (88+ 62+ 64...) 8 


= ? 
J ‘dt e— (62+ 624614...) 


Vintégrale du numérateur étant prise dans des limites données et 


: : } : . See etn tant Eee 
celle du dénominateur étant prise depuis ¢=—oo Jusqua =, 
Cette derniere intégrale est 
Vr 
. . 2h. i 4 
(62+ 62+ 6+. 
en faisant done 
i (e+ 6/2 +. 6/2 + A 
la probabilité précédente devient 
I fie ' 
== f ata **, 


Vr 


La valeur de “ la plus probable est celle qui répond a ¢’ nul, d’ou il 
suit que la valeur de & la plus probable est celle qui répond a ¢= 0; 
ainsi la correction du premier résultat que donne avec le plus de pro- 
babilité ensemble de toutes les observations s, s’, s” est 


6°q + 6" q'+.. . 


ee 


64-1. 68255 Se, 


et l'on trouvera, par l'article précédent, que l’erreur moyenne a 


craindre est 
I 


Vn@+e?+ 68s...) 


dont la moitié est l’erreur a craindre en plus, et l'autre moitié, prise 
avec le signe —, est l’erreur a craindre en moins. 

La correction que nous yenons de donner est celle qui rend un 
minimum la fonction 


(6xr)?+ [6'(x — g)]}?+ [8"(x@ — q)]}?+...; 


or la plus grande ordonnée de la courbe des probabilités des erreurs 
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du premier résultat est, par ce qui précéde, as celle de la courbe 
YT 
des probabilités des erreurs du second résultat est = et ainsi de 
Vt 
suite. Le milieu qu’il faut choisir entre les divers résultats est donc 
celut qui rend un minimum la somme des carrés de l’erreur de 
chaque résultat multipliée par la plus grande ordonnée de la courbe 
de sa probabilité. Ce milieu est le premier résultat A, plus sa correc- 


tion, ou 
A@’+ (A+ q)6?+ (A+ q')6?+... 
' 67-4 624 6+ 


ainsi la loi du minimum des carrés des erreurs devient nécessaire 
lorsque l’on doit prendre un milieu entre des résultats donnés chacun 
par un grand nombre d’observations. 


VIII. 


L’analyse exposée dans l’article VI peut étre étendue a la correc- 
tion d’un nombre quelconque d’éléments par les observations. Elle 
conduit toujours & ce résultat : savoir que la méthode des moindres 
carrés des erreurs des observations est celle qui donne sur la correc- 
tion des éléments la plus petite erreur moyenne & craindre. 

Quand on veut corriger un ou plusieurs éléments déja connus, 2 
fort peu pres, par l’ensemble d’un grand nombre d’observations, on 
forme des équations de condition d’une maniére analogue a celle que 
nous avons donnée dans l’article VI, relativement a un seul élément. 

Considérons deux éléments, et nommons = la correction du pre- 
mier et zs’ celle du second. Soit 6 observation; son expression analy- 
tique sera fonction des deux éléments : en y substituant leurs valeurs 
approchées, augmentées respectivement des corrections z et z’, en la 
réduisant ensuite en série et négligeant le produit et les carrés de =z 
et 2’, cette fonction prendra la forme A + ps-+qz’, et en lui égalant 
la quantité observée 6, on aura 


GSA + ps+ giz’. 


OEuvres de L. — Xl. 5 


402 SUR LES INTEGRALES DEFINIES 


Une seconde obseryation donnera une équation semblable, et l'on 
aura, en résolyant ces deux équations, les valeurs de = et de s’. Ces 
valeurs seraient exactes si les observations étaient rigoureuses; mais, 
comme elles sont susceptibles d’erreur, on en considere un grand 
nombre. En combinant ensuite les équations de condition que cha- 
cune d’elles fournit, de maniere a les réduire & deux, on obtient les 
corrections des éléments avec d’autant plus d’exactitude que l’on 
emploie plus d’observations et qu’elles sont mieux combinées. La 
recherche de la combinaison la plus avantageuse est une des plus 
utiles de la théorie des probabilités et mérite & la fois attention 
des géometres et des observateurs. 

Si dans l’équation de condition précédente on fait 6 — A= @, et si 
l'on nomme ¢ l’erreur de la premiere observation, on aura 


e=ps+qs'—a. 


L’observation (¢-+-1)*™* donnera une équation semblable, que nous 
representerons par celle-ci 


~! 


eM — plz wah ghz et ale) 


= étant l’erreur de cette observation et s étant le nombre des obser- 
vations, en sorte que z peut s’étendre depuis «=o jusqu’a v= s —1. 

Présentement, toutes les maniéres de combiner ensemble ces équa- 
tions se réduisent & les multiplier respectivement par des constantes 
et a les ajouter ensuite. En les multipliant d’abord respectivement 
par m,m", m”, ... et les ajoutant, on aura l’équation finale 


Sm e) = s8 m4 pO + 2’ $m4q) —SmMal, 


En multipliant encore les mémes équations respectivement par 7, 
n, ... ef ajoutant ces produits, on aura une seconde équation 
finale 

Sra) = z8n pO + 2'SnMg) — Sn a, 
le signe S s’étendant dans ces deux équations 4 toutes les valeurs 


de 7, depuis <=o jusqu’a t=s5—1. 
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Si l’on suppose nulles les deux fonctions Sm < et Sn, sommes 
que nous désignerons respectivement par (m) et (nr), les deux équa- 
tions finales précédentes donneront les corrections z et 2 des deux 
éléments. Mais ces corrections sont susceptibles d’erreurs, relatives 
a celle dont la supposition que nous venons de faire est susceptible 
éelle-méme. Conceyons done que les fonctions (m) et (nr), au lieu 
d’étre nulles, soient respectivement / et /’; et nommons u et w’ les 
erreurs correspondantes des corrections = et 3’ déterminées par ce 
qui précéde, les deux équations finales deviendront 


L=uSm® p+ wSmMg, 
U=u8Sn® pO+ uw Sn g®, 
Il faut maintenant déterminer les facteurs m, m', ..., n,n"), ..., de 


maniere que l’erreur moyenne a craindre soit un minimum. Pour 


cela, considérons le produit 


a a a } 
O wv en (MBN) x f-1 oO av en (man oe y—-1, — Q = ) (nla Ae 
‘Aa er a 


a 3 <= 7 


x étant l’erreur quelconque d’une observation, — a et +a étant les 
ies a , ned ee A 
limites de cette erreur, 2(<) étant la probabilité de cette erreur, et 


la probabilité d’une erreur positive étant supposée la méme que celle 
de l’erreur négative correspondante; enfin e étant le nombre dont le 


logarithme hyperbolique est l’unité. La fonction précédente devient, . 


en réunissant les deux exponentielles relatives 4 a et & — a, 


t 
a me i ee ‘ - 
2 o( — |)cos(mxo+nzo') x 2 cates cos(m\) azotn) asa')x... 
BCG 
ay 0 


a 
x 
x ap (2) cos (mS) zw + ns) xo’), 
a 
0 


x étant suppose, ainsi que a, divisé dans une infinité de parties prises 
pour unité. Maintenant, il est clair que le terme indépendant des expo- 
nentielles, dans le produit de la fonction précédente par e“7V—!-"7'V- |, 
est la probabilité que la somme des erreurs de chaque observation, 
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multipliées respectivement par m, m, ..., ou la fonction (7) sera 
égale 2 Zen méme temps que la fonction (7), somme des erreurs de 
chaque observation, multipliées respectivement par (7), 2, ..., sera 
égale aU’; cette probabilité est donc, en supposant m, m', ..., 2, 


n,... des nombres entiers, 


> = in hs dw dts! e~!8V-1 Ua" y1 
qm 
aa - a ng ; 
TH «af 2(=)cos(maw + nea’) x...x af (2) cos(meN ore + n.00" 2 
Phe 
0 as 


= étant la demi-circonférence dont le rayon est l’uniteé. 
En réduisant les cosinus en série, et faisant 


ax I 
— 2: —=dz', 
a a 
1 1 1 
2 [ dz’ o(z')}, KT= { edz’ o(2'), > RPS iP aetdaa(a"); rts 
“Oo “0 0 


ona 


a 
PY ig 
af 2() cos(man + Nx) 
a : 


at 


iz Ww 42 Kt’ 
= aK} 1— —— (mo + no’)? + —a'(mo+no’) +... |: 
Geo Pe gama +t nwy+... |; 


t 
ak ou aa f dx’ o(x') exprime la probabilité que l’erreur de chaque 
v0 


observation sera comprise dans ses limites, ce qui est certain; on a 
done aK =r. En prenant done le logarithme du second membre de 
l’équation précédente, on aura 


K’ KK'Y— 6K”? 


— —a(mo+no')+ at (mm 4- mG \t— 
K ( ) 12K? ( caw) 


De la il est facile de conclure que le logarithme du produit des fac- 


teurs 


“ , ‘ a 
zx \ ae 
2 [ 9( > ) cos(mza+nzro'), af (=) cos(m™) 2a +n ao’), 
e atk || 
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est, le signe S se rapportant a toutes les valeurs de /, 


~*r a (oS ml)? + apa! Sm! nl) + w!? Sn?) 


8 6K”? 
12K? 


a’ (oS m+ Aww’ Sm) nO +...) +..., 


En repassant des logarithmes aux nombres, on aura, pour le produit 
lui-méme, 


K" af 
=e a (a?Smb)?+200' Sm) n+ a2 SnH2 


[ KK" — 6K"? 
Lae 


ae at(atSmiO'+...)-+...]e 


En substituant donc, au lieu de ce produit, cette valeur dans la fone- 
tion intégrale (1), elle devient 


wT ™ IV. @KM 
maf {) des des'| 1 SE T'S mi... | 
qn pt Ns 12K? 


lay—i—Uoa'y 1 at (oS ml)? +2008 mii) a+ 8 00?) 
é = 


x 


s étant le nombre des observations que nous supposerons trés grand; 
faisons 
ars == 2, as'Vs=t', . 


cette intégrale devient 


I rere KK’ — 6K” /t#Smi* 
Ana's t rs If y 12K2 gs? f= pias +... 


uy—-1 ty-i K" (cee oe 200 Sm nd a t? §nii 2) 
5 s s 


Sm?, Sm*, SmOn®, ... sont évidemment des quantités de l’ordre s; 
das I aaa: alt 
en négligeant done les termes de l’ordre =? Vis-a-vis de lunité, Vinté- 


grale précédente se réduit a 


se it /—1 Ut Ja Kk" (sm “ 2tl Sm n®) a US$ n()2 ) 
I = fa K s s s 
Cayo aibos didtie ve av 3 
Ana's 


L’intégrale relative & o étant prise depuis o = — 7% jusqu’a o=7, 
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intégrale relative a ¢ doit étre prise depuis ¢=—ant Vs jusqu’a 
i= -+azys; et, dans ces deux cas, l’exponentielle sous le signe / est 
insensible & ces deux limites, soit parce que s est un grand nombre, 
soit parce que @ est ici supposé divisé dans une infinité de parties 
prises pour unité; on peut done prendre l’intégrale relative A ¢ depuis 
/=—x jusqu’a too, et il en est de méme de l’intégrale relative a7. 
Cela posé, si l’on fait 


r Peg Pik ote, 
was; 4 pom nl) Kl\/s\—1 
si On 2K"aSmi? Y 


Kys (dSmOn®— Sm? Vv =! 


vt — —— +. 
aKa SmO?SnO2— (SmMO pn)? ? 


si l’on fait ensuite 
E= Sm? $n?— (Sm n)?, 


la double intégrale précédente devient 
E 


K Tam KY Smt Ke. 
was es 02 9 Sm nl) +028 mili)? =i tts lis Tet Tia 
? ik atk n mn) n ) dt dt . Kk ; K 5S mo, 


4m a®s 


Les intégrales relatives a ¢’ et 2” doivent étre prises comme celles qui 
sont relatives adetd/ entre les limites infinies positives et négatives; 


or on a dans ces limites, par les théoremes connus, 


a) ya 
| dt ee —V". 
=H : 


la fonction (2) se réduit done ainsi a 


(3) kK | ie peeeg (2S nlll* — 20'S mili) nli) + 09 8 mld ) 
4K"navyE 
I faut maintenant, pour avoir la probabilité que les valeurs de / et de 
/’ seront comprises dans des limites données, multiplier cette quantité 
par d/dl’ et lintégrer ensuite dans ces limites; en nommant donc a 
cette quantité, la probabilité dont il s’agit sera f fw didl’; mais, pour 
avoir la probabilité que les erreurs u et u’ des corrections des élé- 
iments seront comprises dans des limites données, il faut substituer 
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dans cette intégrale, au lieu de / et de /’, leurs valeurs en w et w’. Si 
lon différentie ces valeurs en supposant /’ constant, ona 


dl = duSm® pO + du’ Smq, 
0 =duSn® p+ du' Snr q, 


ce qui donne, en faisant 


L=Sm® pO $n gq — Sn pM SmMq, 


Idu 


eee Tee Oe 


Si on différentie ensuite l’expression de /’ en supposant w constant, 


ona 

dl'=du' Snq; 
on aura donc 

avdu'i=Vdaeaw ; 


ainsi, en supposant 
F = Sn? (Sm pM)? — 28mOn Sm pM $n pO + Sm? (Srl p?), 
G = Sr? $m pO §mO gq + Sm? Sn pO Sn qi 
—SmOn (Snr pO SmM gO + SmM pM Sn q\), 
H= Snrl)?(Sm@ q)?— 28mOnO § mM gq $n q+ SmO2(SrM q)?, 
la fonction (3), multipliée par d/dl’ et ensuite affectée du signe inté- 


gral, devient 


yp _ K(Fit+2Gun'+Nu?) 
(4) K aL du du io eee 
4K'r JE @ 


Intégrons d’abord cette fonction par rapport aw’ et dans toute l’éten- 


Weave u' a ae ats ; 
due de ses limites. La valeur de = est finie 4 ces limites; mais, comme 


ae ee ane eee 
dans l’exponentielle elle est multipliée par § et >» et ces quantites 
étant de ordre s, parce que G et H sont de l’ordre s*, tandis que E est 
de l’ordre s?, cette exponentielle devient insensible 4 ces limites, et 


lon peut étendre Vintégrale depuis u’=—-x Jusqu’a u’= x. En 
faisant 
KH ie Gu . 
(Va i 
oot ar ie 


aE 
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et prenant l'intégrale relative & ¢ depuis ¢==— oo jusqu’’ ¢ =, la 
fonction (4) se réduit a 


) aes KI? u? 
p°R ‘de loa. 
/ 7K" “ru > 


parce que 


Maintenant, si l’on coneoit une courbe dont uw soit labscisse et dont 


l’ordonnée soit 
a ars KP 


/ SX 1 piven 

Vian 
cette courbe, que l’on peut étendre a V’infini de chaque cété de lor- 
donnée qui répond 4 w nul, sera la courbe des probabilités des erreurs 
wu de la correction du premier élément. Cela posé, toute erreur, soit 
positive, soit négative, doit étre considérée comme un désavantage ou 
une perte réelle & un jeu quelconque; or, par les principes connus du 
Calcul des probabilités, on éyalue ce désavantage en prenant la somme 
des produits de chaque erreur par sa probabilité; la valeur moyenne 
de l’erreur & craindre, en plus ou en moins, sur le premier élément, 


est done 
Kil 


/ : kK I ee = ate 
ma, Vs whee TS { a te haat Es 
/ GK"r aV/H 


le signe + indiquant l’erreur moyenne a craindre en plus, et le 
signe — indiquant l’erreur 4 craindre en moins. Cette erreur devient 


+/e aes 


Kn y changeant H en F, on aura 


=/R 4 aVF 


pour l’erreur*moyenne & craindre sur le second élément. 


ainsi 


Déeterminons présentement les facteurs m et n, de manieére que 


‘ 


ET LEUR APPLICATION AUX PROBABILITES. 409 


cette erreur soif un minimum. En faisant varier m™” seul, on a 


H gg) Sn@® pO — p® Sn) g® 
diog ft = amo e i fee 
qu) S nl)? Sm g) — ni Sm) gM Snr ql 
— gq) Sm nO $n) qO + mM (Sng)? 


H 


amo 


Il est facile de voir que cette différentielle disparait si l'on suppose 
dans les coefficients de dm” 


mi) = pp, ni) = pq), 


u. étant un coefficient arbitraire indépendant de z, et au moyen duquel 
on peut rendre m, m”, ... des nombres entiers, comme l’analyse pré- 
cédente l’exige. La supposition précédente rend done nulle la diffé- 


V 


rentielle de ae prise par rapport a m”. On verra de la méme maniére 
quelle rend nulle la différentielle de la méme quantité, prise par rap- 
port an; ainsi cette supposition rend un minimum |’erreur moyenne 
» craindre sur la correction du premier élément, et l’on verra de la 
méme maniere gu’elle rend encore un minimum l’erreur moyenne a 
eraindre sur la correction du second élément. Dans cette supposition, 
les corrections des deux éléments sont 


Sq)? SpMa \<2 Ss pOg Sq oft) 
5 pi) Sqii?— (Spo g Ne 


os — 


d 


am g pls SqMal)— § pg Sp) ali 
i Spun Sgu?— (S pg)? 


Ces corrections sont celles que donne la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations, ou la condition du minimum de la fone- 


tion 
S (pz + gz! — al), 


dott il suit que cette méthode a généralement lieu, quel que soit le 
nombre des éléments & déterminer; car il est visible que l’analyse 
précédente peut s’étendre a un nombre quelconque d’éléments. L’er- 
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reur moyenne & craindre sur le premier élément deyient alors 


= a———— ed 
\ 5 pi? Ss git + es (SplMq)? 


et sur le second élément elle devient 


J kK” San 
VKnl?? 


~ SVS pe2 Sg (Spgs 

On yoit ainsi que le premier élément sera plus ou moins bien déter- 

miné, que le second, suivant que Sg’, sera plus petit ou plus grand 
que Sp’. 

Si les r premiéres équations de condition ne renferment point g, et 

si les s — rderniéres ne renferment point p, alors Sp®q® est nul et la 


premiere des deux formules précédentes devient 


Ke 

a / — 
KA 

ys po? 


Le signe S$ se rapportant & toutes les valeurs de z, depuis z= 0 jusqu’a 

1=r—1, cest la formule relative & un seul élément déterminé par 

un grand nombre r d’observations; elle s’accorde avec celle que nous 
avons trouyée dans l'article VI. 

' /K" 

Dans toutes ces formules, le facteur a\/ K 


prendre pour a Vécart du résultat moyen, qui ferait rejeter une obser- 


est inconnu. On peut 


. . soy? zr , + 
vation. Si l’on suppose 2(=) égal 4 une constante, on a 


aid 


c'est la plus grande valeur que l’on puisse supposer & la fraction a 


comme on l’a yu dans larticle cité; mais la remarque suivante dte 
toute incertitude sur le facteur dont il s’agit. J’ai reconnu, et je prou- 


ET LEUR APPLICATION AUX PROBABILITES. KAA 


verai dans un Ouvrage que je vais bient6ot publier sur les probabilités, 


que la somme des carrés des erreurs d’un grand nombre s d’observa- 
2K" 
tions peut etre supposee a tres peu prés égale 4 2s —; or on a cette 


somme en substituant, dans chaque équation de condition, les correc- 
tions des éléments, déterminées par la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations; car, si lon nomme ¢") ce qui reste apres 
ces substitutions dans l’équation de condition (¢ +1)", cette somme 


ci 


sera a tres peu pres Se?; en l’égalant donc a 2sa*-—, on aura 


/S 6h)? 


Var 


25 


Pour un seul élément, I’erreur moyenne deyvient done ainsi 


Slt? 1 
(a) ee 
\ 2ST VS pe? 


De 1a résulte cette regle générale pour avoir l’erreur moyenne a 


craindre, quel que soit le nombre des éléments. Représentons géné- 
ralement les équations de condition par la suivante 


cH — pl) gz + gMal+ rg" + tOs"™+...— al, 


fe WY M) 


s,s’, 5",5”",... étant les corrections de ces éléments. 
Lorsqu’il y a deux éléments, on aura l’erreur moyenne A craindre 
sur le premier élément, en changeant dans la fonction (a) 


(Sp gq‘) \2 
~ Sqiz 


Sp? dans Sp?— 


On aura ainsi une expression que nous désignerons par (a). 
Lorsqw il y aura trois éléments, on aura l’erreur a craindre sur le 
premier élément, en changeant dans l’expression (a’) 


2 ’ * S pl) pl )2 
Spey dans Sp" 2 a 
(Sgr)? 


(i)2 CURR Tee 
Sq? dans Sq SOE 
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et 
es A : ae Spr) §g rl) 
ppg" dans Spig® ioe Spe 7 
On formera ainsi une expression que nous désignerons par (a@’). " 
5 + 


Lorsqu’il y a quatre éléments, on aura l’erreur moyenne & craindre 


sur le premier élément, en changeant dans l’expression (@’ ) 


S pl 42 


S pi) dans Spi)? — 


Sp) tS q®) FAG) 


Sp™g dans Spq- Wit 


? 


En continuant ainsi, on aura l’erreur moyenne & craindre sur le pre- 
mier élément, quel que soit le nombre des éléments. En changeant 
dans l’expression de cette erreur ce qui est relatif au premier élé- 
ment, dans ce qui est relatif au second et réciproquement, on aura 


erreur moyenne & craindre sur cet élément, et ainsi des autres. 


30 <ax— 


MEMOIRE 


LA FIGURE DE LA TERRE. 


“Sra s hae on stg Pots 
Age $s very (opsve. ae Ani Thee 


a. shy ptaleer FF abe Viaaagpadt dap, fan 
: a ~ 4 7 = 
a : ee 
=< - Amey, dine 
ij eS, a * ips 
7 é eo 1 
: a 7 
o> :<eh—or siren: : soni gerhe poe 
ss ens. =" Pos oll i Nanak 
aoe: 9 - ‘ « 7 a) 7 , is i. 
— otal r aad a ny an 
41pn: _? 7; en Cs” ea, saa wi 
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SUR 


LA FIGURE DE LA TERRE”. 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, \\° Série, T. Tl, année 1817; 1819. 


== 


Les géometres ont, jusqu’a présent, considéré la Terre comme un 
sphéroide formé de couches de densités quelconques et recouvert en 
entier d’un fluide en équilibre. Ils ont donné les expressions de la 
figure de ce fluide et de la pesanteur 4 sa surface; mais ces expres- 
sions, quoique fort étendues, ne représentent pas exactement la 
nature. L’océan laisse & découvert une partie du sphéroide terrestre, 
ce qui doit altérer les résultats obtenus dans lhypothése d’une inon- 
dation générale, et donner naissance 4 de nouyeaux résultats. A la 
vérité, la recherche de la figure de la Terre présente alors plus de 
difficultés; mais le progres de l’Analyse, surtout dans cette partie, 
fournit le moyen de les vaincre et de considérer les continents et les 
mers tels que l’observation nous les présente. C’est objet de analyse 
suivante, qui, comparée aux expériences du pendule, aux mesures 
des degrés et aux observations lunaires, conduit a ces résultats : 

1° La densité des couches du sphéroide terrestre croit de Ja surface 
au centre; 

2° Ces couches sont a trés peu pres régulitrement disposées autour 
‘de son centre de gravite ; 

3° La surface de ce sphéroide, dont la mer recouyre une partie, a 


(') Lu a l’Aeadémie des Sciences le 4 aot 1818. 
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une figure peu différente de celle qu’elle prendrait en vertu des lois 
de l’équilibre, si, la mer cessant de la recouyrir, elle devenait fluide ; 

4° La profondeur de la mer est une petite fraction de la difference 
des deux axes de la Terre; 

»° Les irrégularités de la Terre et les causes qui troublent sa sur- 
face ont peu de profondeur; 

6° Enfin, la Terre entire a été primitivement fluide. 

Ces résultats de analyse, des observations et des expériences me 
semblent deyoir étre places dans le petit nombre des vérités que nous 


offre la Géologie. 


|. La figure de chaque couche du sphéroide terrestre étant a fort 
peu pres sphérique, j’exprimerai, comme dans le troisi¢me Livre de 
la Mecanique céleste, son rayon par a(1+ay), @ étant un tres petit 
coeflicient constant. Je désignerai par e la densité de cette couche, 
2 étant fonction de a. Je nommerai V la somme des quotients de 
chaque molécule du sphéroide terrestre, divisée par sa distance a 
un point extérieur attiré, r étant la distance de ce point a Vorigine 
des rayons terrestres placée tres pres du centre de gravité de la Terre. 
Enfin, je nommerai u. le cosinus de langle que r fait avec l’axe du 
spheroide, et m langle que le plan passant par cet axe et par 7 forme 
avec un méridien fixe sur la surface du sphéroide. On peut supposer 
y developpé dans une série de cette forme 


y= Yeu yr yey os 


Y° etant une fonction de a, u, yi — u* sing, V1 ee cosw, ration- 
nelle et entitre de Vordre ¢, relativement 4 ces trois dernitres quan- 
tités, et telle que lon ait généralement 


o= Hs 4+. ey bilé+1)Y®, 


La formule (5) du n° 14 du troisiéme Livre de la Mécanique céleste 


= 
= 
~I 
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devient ainsi 


An ak Y() a® Y¥ (2) a’ Y(3) 
V= == da? aed ia Brkt 8 
ae fe a+ hea foal oa fe ey oe 


m étant le rapport de la demi-circonférence au rayon : les différen- 
tielles et les intégrales étant relatives a la variable a, celles-ci étant 


prises depuis a nul jusqu’a sa valeur & la surface du sphéroide, valeur 
que je prendrai pour l’unité. 

Conceyons maintenant la mer en équilibre sur ce sphéroide doué 
d’un mouvement de rotation. Soit «9 le rapport de la force centrifuge 
ala pesanteur a l’équateur, et désignons par V’ la somme de toutes les 
molécules de la mer, divisées par leurs distances respectives au point 
attiré. Si l’on suppose ce point a la surface de la mer, on aura, par le 
n° 23 du troisiéme Livre de la Mécanique céleste, pour |’équation de 


Péquilibre, 


( qn ee ET) a ae VE ey) 
const. = — da? + har d| >=——- + = : we 
a fe ae 3r? brs > aed i 


a od 
+Vi— $n [pda 2" (p?— 4). 


2 


(1) 


Pour déterminer V’, je supposerai que le rayon mené de l’origine 
des rayons terrestres 2 la surface de la mer soit 1-+ ay + ay’, y étant 
la valeur de y a la surface du sphéroide : ay’ sera, & trés peu pres, la 
profondeur de la mer. Je supposerai ensuite 


VIO) ANGI Testi GAG Yuet UGB REIS 


Y étant une fonction rationnelle et entiére de u, ¥1— pv? sinw, 
vi—p*cosw, assujettie & la méme équation aux différences par- 
tielles que Y®. On peut considérer la mer comme égalant un sphée- 
roide dont le rayon est 1+ «y+ ay’, moins un second sphéroide 
dont le rayon est 1+ «y, plus la partie de ce second sphéroide qui se 
reléve au-dessus du premier et oll, par conséquent, ay’ est négatif. 
La somme des molécules du premier sphéroide divisées par leurs 
distances au point attiré est, par ce qui précéde, en prenant pour 
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unité la densité de la mer, 


t 


An yo yorym yew y 
3, 7 4an : = a ..3 -s rE 3 Fei. Vy 

? or v7 

Y", Y, ... étant ce que deviennent Y"), Y®, ... & la surface du 


sphéroide terrestre. La méme somme relative au second sphéroide est 


An, Yu) Yo Ys) 
a tT 4anr PCa = ATi = Asc w lian Pu 


or Jie 


La difference de ces deux quantités est 


: yo ya ye 
Gar hat ate <i sa hs 


3r? BY a 


En nommant done V’ la somme des molécules de la partie du second 
sphéroide qui se reléye au-dessus du premier, divisées par leurs dis- 
tances respectives au point attiré, on aura 


; Y/(0) yi) Y/(?) 
W=V+ har (=— = mri cl I 


r grt... byt 


L’équation précédente de l’équilibre deviendra donc 


Arr a‘ Y) a®Y¥(?) a® ¥ (3) 
/ const. = = fo da® +- jan fed ee er eg, eres Bs ak ees 
| ris ar or ay" 


; Yo oy ya) 
(2) 4 Se eld Soar mee ete Beate er ee 
r 37? ire 
| 4. Vy!" a¢ 24% ; da? (v2 1 
| EV Pret fp da*(ut—4), 


r devant étre supposé égala 1+ ay + ay’, et par conséquent égal a 
l'unité dans les termes multipliés par «, puisqu’on néglige les termes 
de l’ordre *. Cette équation a cela de remarquable, savoir que la dif- 
ferentielle de son second membre, prise par rapport a 7, et divisée 
par — dr, est l’expression de la pesanteur, comme il résulte du n° 33 
du troisieme Livre de la Mécanique céleste. En nommant done p la 
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pesanteur, on aura 


= At P at) | 3a Y) 
p= 3m { pda + han fod( pa rt oo 


b cab ay) 3 Y'!?) 
(3) + harn( oe see oat a 
av® Ar 2 
\ ore or + aprs= fp da’(p?— 3) 


On a, par le n° 10 du troisieme Livre de la Mécanique celeste, ’ la 
surface de la mer, 
av" 


(a) o= ve. 


Cette équation remarquable étant tres utile pour ce qui va suivre, 
je vais en rappeler ici la démonstration. Si l’on concoit une sphére 
homogéne du rayon a, et dont la densité soit exprimée par l’unité, la 
somme de ses molécules divisées par leurs distances respectives & un 
point extérieur attiré dont r soit la distance 4 son centre sera la masse 
de la sphere divisée par r. En désignant donc par V cette somme, on 
aura 


Maintenant, si l’on imagine a la surface de la sphere une mole- 


cule dm, sa distance au point attiré sera V7? — 2arcosy + a’, y étant 
langle compris entre le rayon 7 mené au point attiré et le rayon a 
mené a la molécule dm; V ou la somme des molécules divisées par 
leurs distances au point attiré sera donc, relativement ’ cette molé- 


cule, 
dm 


/r?— sar cosy + a? 


? 


et la valeur de os sera 


— dm(r—acosy) 


3 
(7? — 2ar cosy + a’)? 


Si le point attiré est a la surface de la sphére, on aura 


=a, 
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jy 


OV 
et alors —— sera 
or 
—am Wy 
ou or § 


2a\V/2a?(1— cosy) 
ce qui donne 


(D) a=-+iV=o, 


et, comme cette équation a lieu pour chaque molécule d’un systeme 
de molécules disséminées 4 la surface de la sphére, elle aura lieu pour 
le systeme entier, en supposant V relatif & ce systéme. 

Cette équation cesse d’ayoir lieu, si l’on suppose la molécule dm 
trés pres du point attiré et trds peu élevée au-dessus de la sphere, en 
sorte que, en désignant par a’ son rayon, la différence r— a’ soit fort 


e . LOV re ’ ‘ 
petite. La fonction a’ —- + ;V étant égale a 
; 2 


‘ r—a’ dm(r—a'—2a' cosy) 
(f) 8 ff ene, 
2 (r?— 2a'r cosy + a’)? 


cette intégrale, & cause de la petitesse de son diviseur, pourrait alors 
ne pas devenir insensible par la petitesse du facteur r — a’; mais on 
voit que si, pres du point attiré, la molécule dm diminue comme le 
carré r? — 2ar’ cosy +a? de la distance de ce point a cette molécule, 
alors l’intégrale (/) devient insensible et l’équation () subsiste. 

Si l'on concoit maintenant un sphéroide trés peu différent d’une 
sphere, et si l'on suppose le point altiré & sa surface, et & ce point une 
sphére osculatrice d’un rayon a fort peu different du rayon du sphé- 
roide, alors V désignant la somme des molécules de l’excés du sphe- 
roide sur la sphere divyisées par leurs distances au point attiré, l’inté- 
grale (f/f) deviendra nulle, parce que les molécules dm de cet excés 
sont nulles au point de contact et que, pres de ce point, elles croissent 
comme le carré de leur distance 4 ce point. L’équation (b) subsiste 
done pour ce point. Relativement a la sphére, on a 
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en supposant done V relatif au sphéroide entier, on aura pour le point 
situé & ce contact 


ov 
(c) a +1V=—2na@; 
c’est l’équation que j’ai donnée dans le n° 10 du troisieme Livre de la 
Mécanique celeste. Ici, Vorigine de r est fixée au centre de la sphére 
osculatrice du rayon a. Fixons cette origine & un point quelconque 
tres proche du centre de gravité du sphéroide, et désignons par 


a(1+ay) le rayon du sphéroide, « étant un tres petit coefficient. 


; Sat ; ere OV 
L’attraction du sphéroide, décomposée vers l’origine des 7, est — a 


et il est facile de voir qu’elle est la méme, aux quantités prés de 
Vordre «?, quelle que soit cette origine, pourvu qu’elle ne s’écarte 
du centre de gravité du sphéroide que d’une quantité de l’ordre «, 
puisque ces attractions partielles sont les résultantes de l’attraction 
totale composée avec des forces de l’ordre « qui lui sont perpendi- 
culaires. Ainsi l’équation précédente (c) subsiste en fixant l’origine 
des ra un point quelconque pris tres prés du centre de grayité. 

Telle est la demonstration que j’ai donnée de cette équation dans 
Pendroit cité de la Mécanique celeste. Quelques géometres ne l’ayant 
pas bien saisie l’ont jugée inexacte. Lagrange, dans le Tome VIII du 
Journal de Ul’ Ecole Polytechnique, a démontré cette équation par une 
analyse @ peu pres semblable a celle qui me l’avait fait découvrir 
(Mémoires de l Académie des Sciences, année 1775, p. 83) ('). Crest 
pour simplifier cette matiére que j'ai préféré donner, dans la Mécanique 
céleste, la demonstration précédente. 

Si le point attiré est élevé d’une quantité «ay’ au-dessus du sphé- 
roide, V étant de la forme ine + «Q, il ne variera, par ce déplace- 


ment du point et en négligeant les quantités d’ordre «?, que de la 


: : og f Ov : 
is 4 2 Coe 4 Tar 4 ~ 
quantité —- ;7a*ay’ : la difference partielle @>~ variera de la quan 


tite $xa?ay’. La variation du premier membre de l’équation (c) sera 


(1) OE£uvres de Laplace, T. IX, p. 82. 
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done 27a?ay, et cette équation deviendra 


ayy Viste nou yt 
~ or — 3 ay. 


1o|— 


Mais l’équation (a) subsistera toujours, malgré ce déplacement du 
point attiré, parce que, V’ étant de l’ordre «, ce déplacement ne peut 
y produire que des termes de l’ordre «’. 

Cela posé, si l’on substitue, dans les équations (2) et (3), 1-+-ay+ay’ 
au lieu de r, elles deviendront, en négligeant les termes de l’ordre @’, 


3a ary) — BY Qh YQ) 
const.= ay +ay'— —— d + —— + —— +... 
| [eda 3 ° 7 
(4) 4 er ("4 | tae +...) 
[pda 3 5 
Wg aD, , 
aes (p _* +); 


p= —s da} (1—20y —2ay') 


1 ff 2aty) Bab YO) hat 
+4an [ pd(——— + = + 4 <i 
5 7 


(5) { Yy'() 1(2) [1(8) 
han ven A EB ak Rea) 


7 
a ry" 4 : 3 J pdatag(p? +). 


Si l’on ajoute cette derniére équation a la précédente, multipli¢e par 
2 [ eda’, on aura 


| p= const.—2naly +y') [pda 
(6) +2an fpd(arY) + a’ Y¥(?) + g®Y(4) 4...) 
+aany' + $n fp da*tao(y— 4). 


Si l’on suppose la Terre homogeéne ou p constant, on aura 
p=const.— 2an(p —1)y'+ 4np$ao(p?—+4), 


ou l’on doit observer que j7¢ est 4 tres peu pres la pesanteur a l’équa- 
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teur. On a done, dans le cas de 9 = 1, ce qui donne & la mer la densité 
du sphéroide terrestre, 
p=P(i+ faop?), 


P étant la pesanteur a l’équateur. 

Cette valeur de p subsisterait encore dans le cas ott des plateaux 
dune densité quelconque et de hautes montagnes recouvriraient les 
continents. Ces corps ajouteraient a l’équation (1) un terme V” qui 
serait la somme de leurs molécules divisées par leurs distances res- 
pectives au point attiré. En supposant ce point a la surface de la mer, 
on aurait 

aus tV"—o. 

Oran 4s 
Ainsi V” disparaitrait de l’expression de p par le méme procédé qui a 
fait disparaitre V” de cette expression, qui se réduirait ainsi a la pré- 
cédente; le terme V” changerait donc la figure de la mer sans altérer 
la loi de la pesanteur. 


II. Pour déterminer la figure de la mer, lorsque celle du sphéroide 
est donnée, la méthode la plus simple consiste 4 ordonner les approxi- 
mations suivant les puissances du rapport de la densité de la mer a la 
moyenne densité de la Terre, rapport égal a {, a fort peu prés. Nous 
allons done considérer d’abord la figure de la mer en négligeant ce 
rapport ou en supposant la mer un fluide infiniment rare. Cela revient 
a négliger les termes qui ont pour dénominateur in fp da*, et qui 
n’ont pas e au numeérateur dans l’équation (4), qui donne alors, en 
ne négligeant, pour plus d’exactitude, que le terme dépendant de V’, 


- 3a aY) — aS YQ) at Yi) 
ay!= const. —ay + —2— f pd( =p moe 


Jeda 0 jj 
[oda 3 5 T eee 
nO 

a er eo 
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En substituant pour y’ et y leurs valeurs 
YO+YO+..., YH yor..., 


et comparant les termes semblables, on aura généralement 


a af palate? Ye) 
tj ep oe rei Oe ee 
(2i+1) f pda® (ai+1) fpda’ 


Dans le cas de z= 2, il faut ajouter au second membre de cette équa- 
: ee P ‘ > . 
tion le terme — =(u2— +). L’équation (6), dans laquelle rien n’est 
négligé, donnera ensuite la pesanteur p 4 la surface de la mer. 

Les expériences du pendule font voir que Y, ¥®,..., ¥°, Y, ... 
sont des quantités trés petites relativement & Y° et Y, et que ces 
deux derniéres fonctions se réduisent, & fort peu prés, aux suivantes 
—h(u?—+*) et —A(y?—$), A et A étant des constantes; ce qui 
donne aux couches du sphéroide terrestre la figure d’un ellipsoide de 
réyolution. Examinons done ce cas particulitrement. L’expression pré- 


cédente donne alors 


En faisant done /’ égal A 
3 fod(abh 
eee 
5 [pda’ 
= =_ = 3 > 
1— ———— 
feda 


ay’ =al—ah'p?, 


Sh 


on aura 


/étant une constante; /’ serait nul si, en supposant la mer anéantie, la 
surface du sphéroide supposée fluide était en équilibre. En supposant 
done cette surface moins aplatie que dans ce cas, /’ sera positif et la 
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mer recouvrira l’équateur du sphéroide. Sa profondeur sera 
al—ah'p?; 


elle s’étendra vers les deux poles, a des latitudes égales. Soit < le sinus 
de ces latitudes; la profondeur de la mer étant nulle 4 ces points, on 


aura 
alah’ e, 


et en fixant lorigine des rayons terrestres au centre de gravité du 
sphéroide, ce qui rend Y nul, la profondeur de la mer sera 


ah'(e?— p*); 
la masse de la mer sera 
Sah’ se. 
Cette masse étant donnée fera donc connaitre ¢. L’équation (6), com- 


binée avec l’expression précédente de fA’, donnera pour |’expression 
de la pesanteur 4 la surface de la mer 


P}1+ [a9 —a(h+ h/)] fe, 


P étant la pesanteur 4 l’équateur, qui est, aux quantités pres de 
ordre a, égale a an fp da’. 

Si la surface du sphéroide a un aplatissement plus grand que celui 
qui convient & son équilibre en la supposant fluide, et qui résulte de 
l’égalité & zéro du numérateur de l’expression de A’, A’ devient négatif, 
et la mer ne peut plus recouvrir l’équateur. Alors elle se portera vers 
les deux poles et elle formera deux mers distinctes dont les masses 
pourront étre dans un rapport quelconque. En faisant h’= — g, 
g étant positif, la profondeur de la mer boréale sera, en supposant 
que ¢ se rapporte a cette mer, 


ae (p*— e*). 
La profondeur de la mer située vers le péle austral sera 


ag ( pe— Sea 


or 
= 
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- exprimant le sinus de la latitude australe. Les masses des deux mers 


seront respectivement 


———— {to 6 )* (1 ae’), 
Leur somme étant donnée, on voit qu'elle peut se partager d’une infi- 
nité de maniéres. La pesanteur a la surface de la mer boréale sera 

P + [fa9—a(h—g)| Pp, 


P étant Ja pesanteur & la surface et au pole du sphéroide. Au pole et 
a la surface de la mer, la pesanteur est égale a 


P[i— 2ag(1—8?*)], 
ze(1—¢*) étant a ce point la profondeur de la mer; on a done 
lm Pi: — 2ag(1— &?) —fao+ a(h -- g)). 


La pesanteur & un point quelconque de la surface de cette mer sera 
done 


P| 1—2ag(1— 8?) — [fap — a(h—g)] (1 p*)}. 
A la surface de la mer australe, la pesanteur sera 
Pils 2aghs => 62) [5 ao = alh— s)| (1— pw?) |. 


Pour ayoir une seconde approximation, il faut déterminer la valeur 
bid rs : 
analytique du terme ——, de Péquation (4) pour l’ajouter A fa 


37 f pda’ 


premiere valeur approchée de ay’; or ona 


P = ds! doy! 
fo) Visa f 2 aia A 
V¥2(1— cosy) 


y, elant ce que deyient expression trouvée par une premiere approxi- 
mation pour y’, et dans laquelle on change p. en pw’, w en w’, y! et w 


etant relatifs au point attirant, tandis que p. et w se rapportent au 
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point attiré; y est l'angle compris entre les rayons terrestres menés 
a ces deux points, en sorte que l’on a 

cosy = pp! + V1— p2 V1 — p? cos(w! — w); 


lintégrale précédente est relative a toute la surface des continents. 


Développons le radical 
I 


Vr?—arcosy +1 
. . I . . 
suivant les puissances de ~- En nommant P® le coefficient de = 
dans ce développement, on aura par le n° 23 du troisieme Livre de la 
Mecanique celeste, en faisant cosy = A, 


pw Too (221) | rad) awe thd iB) EB ayy ny 


Oe ee (2t—1) si. (2 — 1) (2 — 8) 


. . ii . . , 
Si lon fait — = a, ce coefficient sera celui de x‘, dans le dévelop- 


-4 > . b 
pement de la fonction (1 —2xA-+ x*) *, fonction que l’on peut 
mettre sous cette forme 


en faisant a = o aprés les différentiations. J’ai fait voir, dans le n° 38 
du Livre I* de ma Théorie des probabilites, que l'on a 


I ° az 

——— do (€ + cosa)! 

TE PR eM ae a iJ : ; 
Tee: t de Vi C2 ney? 


dé I I 
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Vintegrale étant prise depuis @ =o jusqu’é w = =. En faisant done 


dee 


on aura 


I 
aie ° ; SSS SSS = ; 
ee Bs ey dz! Vi— 2Azr+ 2° ny 


di I I ot —- a5: i 
ef dw(AV—1 +V1— 2 cosw)’. 
0 


wom 


L’intégrale précédente est égale & cette méme intégrale prise depuis 


. . Tk . : , 
» nul jusqu’a = -, plus a l’intégrale 
: 2 


wl a 


{ do! (AV—1 — V1 — 2? cos ass 
a 
comme il est facile de s’en assurer en changeant w en 7 — w’, au dela 


=. Soit done y = — — y’, ce qui donne 


A=siny’, 
on aura 


I a I 


: 2 oP Pas > ; 
1-42.53... 2 Vi—2Azr-+ 2? 


af | =f de [(Y¥—1 siny' + cosy’ cos)’ + (¥—1 siny'— cosy’ cos)‘. 
TAY -I}) Yo 


On peut mettre le second membre de cette équation sous cette forme 


| = 
7) T(VV—1) « 
+ (—1)! (cosiy'— ¥—1 sinéy') [1 — 2(cosy'+ V—1 siny’) cosy'sin?4a"{. 


| do) (cosiy'+¥—1 sinty') [1— 2(cosy'— ¥—1 siny') cosy’ sin?4o |’ 


On a généralement 


—ig(t+4+04...) 


(1— 7)! = ef (1-7) — 3 ; 


« étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité; 7 étant 
infini, cette exponentielle est nulle ou se réduit a e~. En effet, lors- 
qu'elle n’est pas nulle, zg est une quantité finie ou infiniment petite, 
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que nous désignerons par q’; alors cette exponentielle devient 


q?. gq’ 
ou e; le facteure * ** ~ devenant l’unité, parce que son expo- 


sant est infiniment petit. 
Il suit de la que, ¢ étant un grand nombre, on peut supposer dans 
Vintégrale précédente 


— , es es cage Yin aT eine) Enee 
V—isiny’) cosy’ sin?iw |’ =e 2i cosy'( cosy’ — y—Isiny’) sin :O 


[«— 2( cosy’ 


[1 — 2(cosy'+ V—1 siny’) cosy’ sin? 4 @ |’ = e248 (eosy'+ Va siny’) sin? 50 


d’ou il est facile de conclure que la fonction (¢), dans le cas de ¢ un 


nombre pair et tres considérable, devient 


2 


—; [dese 2rcosty’sin's cos(y'+ 2¢siny' cosy’ sin?4w), 
™(— 1) 


et que, dans le cas de 7 impair, cette fonction devient} 


2 gir 2y' sintl¢ ° . se . 
—— [ado e~ *eeosty'sin’2® sin(ty'+ 2¢siny’ cosy’ sin?4o). 


m(—1) ?_ 
Sil’on aA =r, ce qui donne y’ = ~, ces deux quantités se réduisent 
a Vunité, comme cela doit étre, car alors ¥1 — 2Ax + a? devient 1 — x, 
et l’on a, en faisant x nul apres les différentiations, 


[ dé I 


= a ae — jy — Pt), 
Lewes AL — 


Mais, quelque petit que l’on suppose V1 — A? ou cosy’, on peut tou- 
jours supposer z assez grand pour que 27cos*y’ soit fort grand, et 
alors on a, a fort peu pres, l’intégrale 


doy e724 09S Y' sin? Lw +2 /—1siny’ cosy’ sin?+w 
G) ’ 


égale & cette méme intégrale, dans laquelle on change sin* }w dans 
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‘*, et que l’on prend depuis © nul jusqu’a  infini. I est facile d’en 
conclure que, dans le cas de ¢ pair, on a, lorsque 7 est un trds grand 
nombre, 

a . cos(¢+ py, 


Voin( — 32) 


po 


et dans le cas de ¢impair et tres grand, ona 
i-t 
2(—1)? sin(¢+ })y' 


pa — 
Vain(1—A*)* 


Pour peu que A soit moindre que l’unité, on peut supposer ¢ assez 
grand pour que ces expressions de P“ soient fort approchées; elles 
deyiennent exactes lorsque ¢ est infin. 

Considérons maintenant l'intégrale « af (2 ol Bis =H qui devient 


§— 9) p+ 


Vv", ou lintégrale (0), lorsqu’on suppose r= 1. Cette intégrale, déve- 


- ° I e * * 
loppée par rapport aux puissances de = deyient, en ne considérant 


=» ¢étant un nombre pair, 


2(—1)? y! du! doy’ cos(i +4) 
a oe m= 7 . 
V2tn (1— 2?)* 


En intégrant cette fonction par rapport au’, ona 


. 1 
que la puissance ~ 
= 


Op! 


¥; dw' sin(t+ $)y- oy 


—— a 
(i+ )V2in, (1 —24)* 


} fa 2 n2 
_ ( 0) beef fa ‘dy! sin(« + 77 cicre . 
(i+4) Vain Hy 33) 


Sizest un nombre impair, il suffit de changer dans cette expression 


. L . 
° . \5 ,t—I . . . 
le sinus en — cosinus, et (—1)* dans (— 1) ——- On voit ainsi que, 


quel que soil y, on arrivera toujours par le développement du radical, 


PY 
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suivant les puissances de “; a une série convergente et finie, & cause 


Aral ay I oy oe . 1 
du diviseur ——————-- Or P® étant le coefficient de —— dans ce 
(i-+-4)/2in _ er 


développement, on a, par le n° 15 du Livre ILI de la Mécanique ceéleste, 


eel 
So — 
Toso ee 


ey Sy Caealt teed aise D w2)? Jurn— (Ea) 1) yimten : | 


(¢+1)(0+2)...(6+27) 2(2¢—1) 
(i —n)(t—n—1) 


2(2t—1) 


coat Seal a es 


le signe De comprenant toutes les yaleurs de la fonction qu’il enye- 
loppe, depuis n = 0 jusqu’a nm =v. Dans le cas de n =0, il ne faut 
prendre que la moitié de cette fonction. La premiere approximation 
nous a donné y’ sous cette forme 

Y'(9) 4. YC) 4 V2) 4s 
en la prenant négativement et en y changeant vu. en uw’, on aura la va- 


leur de y,, qui, substituée dans lintégrale 


- ay, dp! doy! 
oe > 
vri—oraA+t 


, , : I eT: ’ 
développée par rapport aux puissances de donne, par une série fort 


convergente, celte intégrale, et par conséquent la valeur de V’. On 
aura ainsi, au moyen de l’équation (4), une seconde approximation 
de ay’, et, au moyen de l’équation (6), une seconde approximation de 
la pesanteur p. Ces approximations seront suffisantes, vu le peu de 


densité de la mer et son peu de profondeur, comme on le verra bientot. 


Ill. Considérons présentement les phénomeénes de la pesanteur et 
de la variation des degrés a la surface des continents ou du sphéroide 
terrestre. Ces phénomenes sont, en effet, les seuls de ce genre que 
nous puissions observer. Pour en avoir l’expression analytique, ima- 


ginons une atmosphere infiniment rare, tres peu ¢levée, mais qui 


TM aeliacaeh = Fae [cos n(w'— a) 


> 


ee 
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cependant embrasse toute la Terre. Soit wy’ l’élévation d’un de ses 
points au-dessus de la surface du sphéroide terrestre. L’équation (1) 
du ne IT, qui détermine la figure de la mer, déterminera la partie de la 
figure de l'atmosphére qui s’éléve au-dessus de la mer, car il est clair 
que la valeur de V étant de V’ordre « est, aux quantités prés de 
ordre a, laméme A ces deux surfaces; mais, relativement & la sur- 
face de la mer, r doit étre changé dans 1+ xy’+ ay, et, relativement 
i la surface de l’atmosphére, il doit étre changé dans 1+ ay"+ ay. 
Cela posé, si lon retranche ces deux équations l'une de l’autre, on 
aura 
ay” —ay'= const.; 

ainsi, tous les points de la surface de l’atmosphére qui correspondent 
a celle de la mer sont également élevés au-dessus de cette derniére 
surface, en sorte que ces deux surfaces sont semblables & tres peu 
pres, 

Si l'on nomme p’ la pesanteur & la surface de l’atmospheére, il est 
facile de yoir que sa valeur sera donnée par l’équation (3), en y sub- 
stituant, pour 7, 1+ ay”-+ ay; tandis que, pour avoir la valeur de p 
relative & la surface de la mer, il faut changer r dans 1+ ay’ + ay; 
en retranchant ces deux valeurs l'une de lautre, et observant que 
ay’ —ay est, par ce qui précéde, une quantité constante que nous 
désignons par ad, on aura 

p'=p—2Pal, 
P étant la pesanteur & Péquateur. Ainsi la loi de la pesanteur est la 
méme aux deux surfaces. On a vu, dans le n° J, que, dans le cas du 
spheroide terrestre homogene et de méme densité que la mer, ona 


p=P(i+ fagp*); 
ona done alors 


! 


p'=P(1—2al+ taop?). 


Pour avoir l’équation de la surface de l’atmosphere au-dessus des 
continents, nous nommerons V, la somme des molécules de la mer, 
diyisces par leurs distances respectives & un point de cette surface ; 
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alors l’équation (1) du n° I deviendra celle de cette surface, en y chan- 
geant V’ en V, et en y substituant 1+ «y”+ ay pourr. Orona 


Vi=— ay! dp! doy! 5 
Vr?—2rcosy+1 
l’integrale étant prise pour toutes les valeurs de w’ et de w’ relatives 


a étendue de la mer, r devant étre supposé égal a l’unité, et cosy 
éfant 


pp! + V1 — p? Vi— pb”? cos(w! — w). 
- : : : : I : 
En développant le radical, relativement aux puissances de —> on yoit, 
par ce qui précéde, que V’ est composé de termes de la forme 


n it 


S(t p27)? (ue ) fy dp! des! cos n(w!— w) (1 — p?)? (pli-" —...). 


La valeur de V, se compose exactement des mémes termes; on a done 
V=V,. 


Cela posé, si l’on retranche l'une de l’autre les équations relatives 
aux deux surfaces, on aura 


ay” =const.+ ay’, 


pourvu que les coordonnées p. et m de la fonction y’ se rapportent au 
point de la surface de atmosphere que nous considérons. 

Pour avoir l’expression de la pesanteur, il faut changer, dans l’équa- 
tion (1), V’ dans V,; mais on ne peut pas supposer 


ev’ ov, 
or or. 


a cause de la grandeur que le radical acquiert lorsque cosy =1 dans 


: ON: . ov! , 
la fonction —-- Pour avoir la valeur de >—» nous observerons qu'elle 


égale, par ce qui précede, 


7] 11) 1(2) 
as — han (YW aap +23 x ets nF 
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ce qui donne 


ov! : ov" < 
oo + iV'= -. +4V"—a2ary’; 
hod ; 
maisona 
ave a 
ee VO 
or . : 
on a done 
/ 


Le second membre de l’équation (1), différentié par rapport a r et 
divisé par —dr, donne la valeur de p, en y faisant r=1+ ay + ay’. 
1] donne la valeur de la pesanteur p’a la surface de l’atmosphére, en le 
différentiant de la méme maniére et en y changeant ren t+ay+ay”’, 
et Ven Y,. Sil’on retranche ensuite cette valeur de p’ de celle de p; si 

1 
J Uy 


. ; : OV OV 5 
l’on substitue, au lieu de et de —~> leurs valeurs — {V'— 2a7y’ 
or or ~ : 


et —tV,, et si l’on observe que V’= V, et que ay’— ay’ est con- 


stant, on aura 
p'=const.+ p—2ary’, 


p étant la valeur de p délerminée précédemment, et dans laquelle on 
substitue, pour u et , les valeurs relatives au point de la surface de 
atmosphere que l’on considere. 

A la surface du sphéroide, la pesanteur p’ est augmentée dans le 
rapport de lunité & 1+ 2«y”’; en nommant donc p” la pesanteur & 


cette surface, on aura 
p"=const.+ 2Pay"— 2any'+ p. 


En substituant au lieu de p sa valeur donnée par l’équation (6), et 
observant que zy”— «#y est une quantité constante, et que 


P= in fp da’, 


il est facile de conclure 


( p"=const.— 1P(al—ay") + aany { dpa’ 
(7) j 


— aan fd p(at¥) + BY?) + a Y%+,,,.) + Sa0Pp, 
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a/ étant la hauteur de l’atmosphere supposée, au-dessus du niveau de 
la mer, en sorte que a/— ay” est la hauteur du point du sphéroide 
correspondant a p” au-dessus de ce niveau, hauteur que l’on peut dé- 
terminer au moyen du barométre. 

Cette équation peut se déduire directement de l’équation de l’équi- 
libre au-dessus de la surface des continents, en observant que cette 
équation est donnée par l’équation (1) en y changeant V’en V,, V, re- 
présentant ici la somme des molécules de la mer, divisées par leurs 
distances respectives au point de l’atmospheére que I’on considere, et 
en substituant pour.r, 1+ #y,+ ay’. 

On peut supposer, pour plus de généralité, que V, comprend 
encore la somme semblable relative aux montagnes et méme aux ca- 
vités de la surface du spheroide terrestre, en observant que, par rap- 
port a ces cavités, V, devient une quantité négative. La pesanteur p’ 
sera donnée par la différentielle du second membre de l’équation (1), 
prise par rapport a 7 et divisée par — dr, en y supposant 


rar+tay tay" 


et en y changeant V’ en V,. Sil’on en retranche l’équation (1) multi- 


pliée par 3, et si l’on observe que l’on a 


on aura 


p'= const. — 2an(y + yf da® 
+ aan fp d(abY™) + @ YM 4 ab YO) 4...) + 2a0Pp?. 


" 


—__,, ou, a fort peu 
I+ 2ay 


pres, p’ — 2aPy”, on aura l’expression précédente de p”, expression 


Si l’on substitue, au lieu de p’ sa valeur 


qui, comme l’on yoit, embrasse les attractions des montagnes et, 
généralement, tous les effets des irrégularités du sphéroide terrestre, 


pouryu que le point attiré en soit éloigné, car cette condition est né- 
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cessaire A |’existence de l’équation 


qui fait disparaitre ces effets. 

Si le sphéroide terrestre était homogene, do serait nul, et l’on au- 
rait 

p’=P[i1—3(al— ay") + fagur), 
P étant ici la pesanteur & l’équateur au niveau de la mer. On peut, au 
moyen de cette équation, vérifier lhypothese de cette homogénéite, 
car alors, en ajoutant & toutes les valeurs de p”, Observées au moyen 
du pendule, la quantité $P(a/— ay’), lexpression de la pesanteur 
ainsi corrigée deviendrait P(1-+ +aou?). Ainsi l’accroissement de la 
pesanteur serait 2a9Pu?; or on a 2a9 = 0,004325; cet accroissement 
serait done 0,004325Pu2. Les expériences multipliées du pendule 
dans les deux hémisphéres indiquent un accroissement proportionnel 
a u?, ou au carré du sinus de la latitude; mais elles donnent & pw? un 
coeflicient plus grand que le précédent, et a fort peu pres égal a 
0,0054P. L’hypothese de 'homogénéité du sphéroide terrestre est 
done exclue par ces expériences; on yoit méme que lhétérogénéité de 
ses couches doit s’étendre, depuis sa surface, fort au dela des quan- 
tités de ordre «, ou de laplatissement de la Terre, afin que la quan- 
tite x 
_ 2am f do(atY) + aA YO) +...) 

soit de lordre « et devienne égale a 


(0,0054 P — 0,004325P) (p?— 1), 


[V. Comparons maintenant l’analyse aux observations. L’équa- 
tion (1) donne a la surface de atmosphere, au-dessus des conti- 


nents, 


(ay-+ay")in | pda’ 


ge a So ba \ hie Alt pe 
const. + 4an foa(s Sa Mia + J+Vimbag(w— 3) infpda’; 
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: ov i 
elle donne ensuite, en observant que Jr = Ve et que la valeur 
de — ;V, |étant fort convergente, il convient de la substituer au lieu 
OV, 
de -—— 
e€ a 5) 


p'= const. — tn fo da?(2ay +2ay") 


a &Y(1) 3 Y(2) ha’ ¥‘3) : 
+ han fpa(2 ee ea etal 
3 5) Zl 


+ 4Vi+ a 9(p?—4) $n pda’. 


Si Pon retranche de cette équation le double de la précédente, on 


aura 
a® Y(?) 2ae&Y®) 
pi=const.+ han f pd ( s— +4 ; +...) 
5 


— $V,+2a9(p?—4) tn fp da’. 


c: ' : A I 
Ein développant V, suivant les puissances de —, on aura une expres- 


sion de cette forme 


Uo UW U! U(?? 
— 1 4 1 1 1 ae 
r? : re 


Vv, 


r 72 


U\” étant une fonction rationnelle et entidre de uv, ¥r— yw? sinew et 
VI— yp? cosw, assujettie & la méme équation aux différences par- 
tielles que Y®; l’équation précédente devient ainsi 


/ P aPY<) a’ XY (3) 
p'=const.+ 4an | pd 5 ice ey Y 


— §(U\ + UP’ + UY +...) + 20 0(p?— 4) tn fp da’. 


3 
Il résulte des expériences nombreuses du pendule que l'on a, & fort 


peu pres, 
p'= const. + ag P(p?— 4), 


ag étant a tres peu prés égal & 0,0054. De 1a il suit que la fonction 


. / 6 Y(3) 27 (4) 
hon fea(2* + sense} AMD UP Ui.) 
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est tres petite relativement au terme agP(y?— 5), et que la fonction 


jax fpa( >) a si) 


est & fort peu pres égale a 


(ag — 209) P(p?— 4). 
L’expression générale de cette fonction est de la forme 


A(p?—4) +AMpyV1— pe sing + A@ pi — p? cos 
+ A) (1 — p?) sinaw + A‘) (1 — p?) cos2@; 


ainsi les constantes A‘), A®, A®, AM sont tres petites relativement ad 


la constante A, et l’on a, & fort peu prés, 
A= P(aq—2a9). 
Les observations donnent 
a9 = shy — 0,0034602; 


on aura ainsi 
A =— 0,00152P. 


On peut encore déterminer A au moyen des deux inégalités de la 
Lune, qui dépendent de l’aplatissement de la Terre. Il résulte du Cha- 
pitre IL du Livre VII de la Mecanique céleste, que, si l'on désigne par 
k(u2 — +) la partie de 


an ¢ 
ATE sf d(a’Y¥@) + U'?)), 


qui est indépendante de l’angle w, l’inégalité lunaire en latitude, sera 


k 


: (g—1)T J’ sind cosA sinu, 


n lant la longitude de la Lune, g—1 le rapport du moyen mouve- 
ment de ses nceuds & son moyen mouvement, / sa parallaxe, A l’obli- 
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quité de lécliptique, et T la masse de la Terre, A tres peu pres égale 
a P. Suivant M. Burg, cette inégalité est, en secondes sexagésimales, 


— 8’,osinu; 


et la comparaison de quatre mille observations a conduit M. Burkhardt 
au méme résultat, qui donne 


k = — 0,0015588P. 


Maintenant, il est facile de voir que, si lon nomme Q(y2— +) la 
partie de U?’ indépendante de l’angle w, ona 


W frees ge oe 5Q; 


on a done 
A =—0,0015588P — £Q. 


Si l’on compare cette valeur de A 2 la précédente, conclue des expé- 
riences du pendule, on voit que 2Q est une quantité insensible, ce 
qui indique que la masse de la mer est tres petite, et qu’ainsi elle a 
tres peu de profondeur. En effet, on a vu précédemment que 


ay'=const.+ ay"; 


les variations de la profondeur «y’ de la mer sont donc du méme ordre 
que les élévations des grands plateaux des continents au-dessus de son 
niveau, élévations dont les plus grandes n’excedent pas 2000", et 
dont Ja moyenne ne surpasse pas rooo™. Cela joint au peu de densité 
de la mer, rend la valeur de Q presque insensible. La comparaison des 
deux valeurs de A donne 


Q =— 0,00001552P; 


mais on sent combien les erreurs des observations et des expériences 
répandent d’incertitude sur cette valeur. 

Les mesures des degrés des méridiens, réduites au niveau de la 
mer ou de l’atmosphere supposée, nous offrent un troisieme moyen 


pour obtenir A. 
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L’équation (1) donne 


~~ a®Y®) a’ Y(3) 
Play +ay ) = const. +4an [pa( Sr ae +...) 
+ Uy) + UP + UY) +...— PE (us — 4). 


Les mesures des degrés s’écartent peu de la figure d’un ellipsoide de 
révolution; elles présentent cependant des anomalies plus grandes 
que les longueurs du pendule, ce qui tient, en partie, aux erreurs dont 
les observations d’amplitude des ares mesurés sont susceptibles, et 
qui sont beaucoup plus considérables, relativement a l’arc mesuré, 
que les erreurs des expériences du pendufe, et, en partie, & ce que 
les petites irrégularités de la Terre affectent plus les degrés que les 
longueurs du pendule, comme je I’ai fait voir dans Je Livre III de la 
Mecanique céleste. Mais, lorsque l’on compare des degrés éloignés, tels 
que ceux de France et de l’équateur, influence de ces irrégularités 
devient peu sensible. La comparaison des degrés dont je viens de 


parler a donné & M. Delambre 
aly + y") = const. — 0,00324(y?— +). 


En comparant cette expression de «(y + y”) & la précédente, on 
voit que les quantités Y®, Y, ..., Ui’, U\”’, ... sont trés petites, 
comme cela résulte pareillement des expériences du pendule. La pre- 


miére de ces expressions donne, en désignant par 
—ah(p?—}), —ah(p?— }), —ah"(p?—2) 
les parties de aY®, aY°) et de aY’, qui sont indépendantes de 


l'angle w, 


—P(ah+ah")—=A+ §Q— =P; 


on aura done, en substituant pour — P(ah + ah’) sa valeur 


— 0,00324P, 
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= 
= 
— 


que donnent les mesures des degrés de France et de l’équateur, 
A =— 0,00151P —3Q, 


On voit encore, par ces mesures, que = Q est insensible; on a ainsi 
pour A ces trois valeurs 


A =— 0,00152P, 


, 


En supposant donc Q nul, ces valeurs s’accordent aussi bien qu’on 
peut le désirer. 

La précession des équinoxes donne des limites entre lesquelles la 
valeur de A est comprise. Ce phénomene dépend de la somme des 
molécules du sphéroide terrestre et de la mer, divisées par leurs dis- 
tances respectives aux centres du Soleil et de la Lune. En supposant 
que r se rapporte au centre du Soleil, et que S soit la masse de cet 
astre, la partie de la précession annuelle due a cette action sera, en 


rejetant les quantités périodiques, 


: Sd | SS foaaye + UY? |r. 

d est l’obliquité de l’écliptique, 7 est la vitesse de rotation de la Terre, 
C est le moment d’inertie de la Terre par rapport & son axe de rota- 
tion; enfin T exprime une année julienne. (Vorr la Connatssance des 
Temps pour l'année 1821, page 262). 

Sil’on nomme 6 le rapport de la masse de la Lune, divisée par le 
cube de sa moyenne distance & la Terre, & la masse du Soleil divisée 
par le cube de sa moyenne distance, et si l’on désigne par N la vitesse 
angulaire de la Terre autour du Soleil, on aura 


et la précession moyenne des équinoxes, en vertu des actions réunies 
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du Soleil et de la Lune, sera 


N?(1+6) d [4an erty 

ae é + so. d( a Yo) Bie, Ue T. 
Cnrsind dal 5 fe . = aa ) 

En supposant, comme ci-dessus, que la partie indépendante de ©, 


dans la fonetion 
a 
4OT — hey 
—— | pa(a®Y 4- U"’), 
5 fi ( Y q 1 ) 


soit A(u2 — +), w sera le sinus de la déclinaison du Soleil. En nom- 


mant donc < sa longitude, on aura 


v.— sinAsine, 


ce qui donne 
pe = }sin?A — }sin*A cos2e. 
En négligeant les quantités périodiques dépendantes de langle ¢, 


on aura 


pe = }sin?A, 


et alors l’expression précédente de la précession annuelle devient 


k(1+6)N*T cos). 
e Cr ini. 


ainsi, en désignant par /T la précession annuelle observée, on aura 


— ner 


C 
Pp 


Cr wv 


P étant toujours la pesanteur, qui est a tres peu pres égale a la masse 
de la Terre, son rayon étant pris pour l’unité. On a ensuite, en se- 
condes décimales, 

LT =155" , 464 NT = 3999930"; 
on a, de plus, 


N 
— = 0,00273033. 
vt 
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Enfin, par un milieu pris entre les résultats des phénomenes des ma- 
rées, de la nutation, de la parallaxe lunaire et de l’équation lunaire des 
Fables du Soleil, on trouve 
6 = 2,973 
on a done 
J oda° 

k =— P.0,001736 ———-.- 

J oda’ 


Si ’on compare cette valeur de & & celle que nous avons trouvée 
précédemment par les inégalités lunaires, et qui est 


k=— P.0,0015588, 
_ J pda ves 
on voit que la fraction Hane est un peu moindre que Punité, ce qui 
o da’ 


doit étre, si, conformément aux lois de lHydrostatique, la densité p 
des couches terrestres diminue du centre aA la surface. Les limites de 


cette fraction étant zéro et unité, les limites de A sont 
o et —o,001736P. 


Les trois valeurs précédentes de A sont entre ces limites; le milieu 
entre ces trois valeurs donne, a fort peu pres, 


k =— P.0,00153, 
ce qui donne 
: 0,001736 7 
dat hada 
ca) fr ‘ 0,00103 J peg 


Supposons la densité oe croitre en progression arithmétique de la 
surface au centre, en sorte que (¢) étant la densité de la couche ex- 
térieure du sphéroide terrestre, la densité dune de ses couches soit 
(p)(1+ e— ea). On aura, en nommant D la moyenne densité de la 
Terre, 

D = |pdai= (p) (1+ $e); 


et equation (z) donnera 
Die Sr, Oua Gi). 


En supposant la densité de la premiere écorce du sphéroide ter- 
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restre égale A celle du granit, oud trois fois la densité de l’eau prise 
pour unité, on aurait 
D = 4,656, 

ce qui s’accorde avec les observations de M. Maskelyne et avec la belle 
expérience de M. Cavendish, autant qu’on peut le désirer, vu lincer- 
titude des observations et des hypothtses que nous venons de faire 
sur la loi de densité des couches du sphéroide terrestre et sur la den- 
sité de sa couche extérieure. 

Lellipticité «2 + ah’ de la surface de la mer est, par ce qui pré- 


cede, 


En prenant pour Ale milieu des trois valeurs précédentes, on aura, 
pour cette ellipticite, 


0,00326 +- ou 0,00326, 


; . » 
en négligeant le terme & 5: 


Le rayon du sphéroide terrestre est 


~ 


9 


1+ ah(p?- 


; )+ 242, 


ax étant une quantité peu considérable par rapport a aA et du méme 
ordre que l’élévation moyenne des continents. Pareillement, l’expres- 


sion du rayon de la surface de la mer est 
al'+ (ah'+ah)(p2?—1)+ az’, 


zl’ étant une constante et xa’ étant de ordre de ax. La profondeur de 
la mer est, a tres peu pres, la différence de ces rayons, et par consé- 
quent égale & 

all +- ah'(p?—4)+axr'— an. 

A léquateur, les continents occupent une grande étendue sur 
laquelle cette expression devient négative. La mer y occupe une 
etendue plus grande encore, sur laquelle la méme expression est 
positive. Dans le premier cas, «l’— tah’ est moindre que xx — aa’; 
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dans le second cas, il est plus grand : al’ — ‘ah’ est done une quan- 
tité de l’ordre de ea. Fort prés du pole boréal, ot lon a, a fort peu 
pres, up. =1, la quantité al’ + Sah’ + ax’ — ux est positive aux points 
que la mer recouvre et négative aux points qu’elle laisse & décou- 
vert : ainsi al’ + 5ah’ est une quantité trés petite de ordre ax; done 
al’ — ‘ah’ étant du méme ordre, la somme et la différence de ces 
deux quantités, ou 2a/’ et xh’, seront encore de cet ordre. Par con- 
séquent, la mer est peu profonde et ses profondeurs sont du méme 
ordre que les élévations des continents au-dessus de son niveau. 

De 1a il suit que la surface du sphéroide terrestre est & peu prés 
elliptique, et celle qui convient a l’équilibre de cette surface sup- 
posée fluide. Ses diverses couches sont elles-mémes a peu prés ellip- 
tiques, car on a vu que les quantités Y*®, Y, ... sont fort petites 
relativement a Y°). 

Tout cela suppose que les degrés mesurés a la surface du sphéroide 
terrestre et réduits au niveau de l’atmosphere supposée sont ceux de 
la surface de cette atmosphére. Pour le démontrer, il suffit de faire 
voir que la direction de la pesanteur est, aux quantités pres de 
Vordre «, la méme a la surface du sphéroide et a la surface de l’at- 
mosphére. L’angle que cette direction forme avec le rayon r dans le 
sens du méridien, par exemple, est égal au rapport de la différen- 
tielle du second membre de l’équation (1) du n° J, prise par rapport 
a 9 et divisée par dQ, & cette différentielle prise par rapport a r et 
divisée par — dr; or il est visible que ce rapport est, aux quantités 
prés de l’ordre «, le méme a la surface du sphéroide qu’a celle de 


latmosphére. 


V. Supposons maintenant qu'un vaste plateau recouvre une partie 
du sphéroide terrestre, et déterminons la loi de pesanteur a la sur- 
face de ce plateau. Nommons 1+ ay + ay, le rayon mené du centre 
de la Terre & ce plateau, en sorte que ay, soit ’élévation d’un de ses 


" 


points au-dessus du sphéroide. Soit ey” l'élévation au-dessus du pla- 


teau du point correspondant de l’atmosphére supposée. Si l’on con- 
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coit deux sphéroides dont les rayons soient 1+ ay el 1-+ay +ay,, 
le plateau sera évidemment l’exces du second sphéroide sur le pre- 
mier, plus la partie de la différence des deux sphéroides correspon- 
dante & y, négatif. Soient, relativement aux deux sphéroides et a 
cette partie de leur différence, V,, V,, V,, les sommes de leurs molé- 
cules divisées par leurs distances au point attiré de atmosphere; on 
aura l’équation de léquilibre de cette atmosphére, en augmentant, 
dans l’équation (1), V’de la quantité V,— V+ V,,. En différentiant le 
second membre de cette équation par rapport a 7, et le divisant par 
— dr, on aura l’expression de la pesanteur p’ a la surface de l’atmo- 
sphére. On retranchera ensuite de cette expression le second membre 
de léquation (1), multipliée par }, et l'on observera que, relative- 
ment & un sphéroide quelconque de la densité p,, on a, par ce qui 


precede, 
OV 
4. 


or 


V=2arp,h, 


A étant la hauteur du point attiré au-dessus de la surface du sphé- 


roide; ce qui donne, en représentant par g, la densité du plateau, 


OV 
' iW > : Aid 
7 3V,—20mp,(yity”), 
OV 
w i — Mm. 
aia +iV,=2anp,y"; 
ona ensuite 
ON 
me 1 = 
Par :V,=0, 
av’ : 
— +1V'=o; 
or “ 


on aura ainsi 
p’=const.+ 2en(714+ 71+y”) fe da* 
+ 207 [p d(abY)+ @Y?) + a Ys) +...) 


a tary: 2 ka The 
2aT0,¥, + 2a9Pp*. 


Si l’on désigne par p, la pesanteur a la surface du plateau, il faudra, 
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pour l’obtenir, augmenter p’ de la quantité 2Py”; on aura donc 


Pi= const.— aan ( y +ynty") fp da’ 
oe aan fp d(atY) +@Y?)+...) 
+ 2071 7,1 2Pay”+ 2aoPp?. 
Si le sphéroide terrestre était homogeéne, cette équation donnerait 
(0) P,= P[1—3(al— ay”) + papp?— 3 a(t—pr)(¥1—A)], 


k étant la valeur de y, au bord de la mer, a |’équateur et au point ow 
la pesanteur est P, et 9, étant ici le rapport de la densité du plateau 
a la moyenne densité de la Terre. Si ces deux densités étaient égales, 
on aurait 
Pi P[1—t(al—ay”) + 2aop?)]. 
En appliquant cette formule aux expériences de Bouguer sur la 
pesanteur, a Quito, au bord de la mer et & l’équateur, on a 


—1(al—ay")P 


pour la diminution de la pesanteur a Quito; «/— ay” est la hauteur 
de Quito au-dessus du niveau de la mer, et cette hauteur est 55;, le ° 
rayon terrestre étant pris pour unité; la diminution de la pesanteur 
a Quito serait done 4,. L’expérience donne ;,4, pour cette diminu- 
tion, c’est-a-dire une quantité plus que triple de la précédente; ainsi 
Vhypothése du sphéroide terrestre homogene et de méme densité que 
les Cordilléres est exclue par les observations du pendule qui prou- 
vent incontestablement que la moyenne densité de la Terre surpasse 
la densité de ces montagnes. 

L’expression de p,, donnée par l’équation (0), aurait encore lieu 
pour un point situé sous l’équateur si le sphéroide terrestre était de 
révolution, comme il est facile de s’en assurer. On peut d’ailleurs 
supposer sans erreur sensible, relativement & Quito, que «(y — #4) 
-exprime la hauteur de cette ville au-dessus du niveau de la mer, 


hauteur égale a #/— ay”; on aura ainsi 


pr P[1— (2 — 391) (al—ay”)). 


al 
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La diminution de la pesanteur, depuis le bord de la mer jusqua 
Quito, serait done 
(2—8l)(al—ay”). 


En substituant, au lieu de «/— ay”, =4;, et en égalant la diminu- 


223.7? 


tion précédente & la diminution observée ;;5;, on trouve 
0; = 0, 2129. 


La densité des Cordilléres est done peu différente de celle de Peau 
qui, suivant l’expérience de Cavendish, est 0,182, la moyenne den- 
sité de la Terre étant prise pour unité. Le peu de densité de ces 
montagnes résulte encore du peu d’effet de leur attraction sur le 
fil & plomb dans les observations des astronomes francais, qui ont 
remarqué que ces montagnes, comme étant voleaniques, doivent 
renfermer de grandes cavités dans leur intérieur. 

L’expression précédente de p, est déduite de la considération du 
plateau, comme résultant de la difference de deux sphéroides tres 
peu différents d'une’ méme sphere; et, vu la rapidité avec laquelle 

le plateau sur lequel la ville de Quito est située s’éleve a partir 
du bord de la mer, cette considération peut sembler inexacte. Mais 
cette expression est encore trés approchée en considérant ce plateau 
comme la partie supérieure d'une montagne dont les dimensions hori- 
zontales sont beaucoup plus grandes que sa hauteur, ce qui est & peu 
pres conforme & la nature. Si l’on concoit une série de couches cir- 
culaires horizontales et disposées de maniere que leurs centres soient 
sur une verticale et que l’on place Quito au centre de la tranche supé- 
rieure; en nommant 9, la densité de ces couches, R le rayon de l’une 
d’elles, dont r est la distance de son centre 2 Quito, la somme des 


molecules de cette couche, divisées par leurs distances A Quito, sera 
amo, (\/r? + R?—?r). 
R étant suppose fort grand relativement a r, cette fonction se réduit, 


a fort peu pres, a 
27o,(R—?r); 
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elle reste donc toujours tres petite si, comme on doit le supposer ici, 
R est une petite fraction du rayon terrestre; elle n’apporte ainsi qu’un 
terme insensible dans l’équation de l’équilibre de l’atmosphére, et par 
conséquent la somme de ces fonctions ne produit aucun changement 
sensible dans la valeur de «y”. Il n’en est pas de méme de la pesan- 
teur p,. L’attraction de la couche que nous venons de considérer pro- 
duit un accroissement égal a la différentielle de la fonction précé- 
dente, prise par rapport a r et divisée par — dr, et par conséquent 
égale & 279, : ainsi, par l’attraction de la montagne, cet accroisse- 


ment sera 
27,7", 


r’ étant la hauteur de la montagne, hauteur toujours égale a a/— ay”, 
puisque ay” n’est point altéré sensiblement par cette attraction. La 
pesanteur sera donc augmentée de la quantité 


20,P(al—ay”), 


ce qui est conforme a ce qui précéde. On déterminera, par la méme 
analyse, la variation de la pesanteur, due & un corps dense ou & une 
cavité située dans l’intérieur de la Terre. 
Considérons maintenant l’effet de l’attraction d’une montagne sur 
la mesure des degrés du méridien. L’expression d’un degré du meéri- 
8 8 
dien, mesuré sur la surface de l’atmosphére supposée, est, en expri- 
mant parc un degré moyen, 
a? 
e(1+ay-+a 52), 
 étant la latitude du milieu de ce degré et 1+ xy étant le rayon mené 
du centre de la Terre & ce milieu. Concevons maintenant une mon- 
tagne dont la masse soit m et 0’ la latitude. La distance de cette 
montagne au milieu du degré mesuré sera 2sin}y, y étant l’angle 
que forment entre eux les deux rayons terrestres, menés 4 la mon- 
tagne et au milieu du degré. En considérant ce milieu comme un 
point attiré par la montagne, la masse de la montagne, divisée par 
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. . . Pr ’ a hy 
sa distance & ce point, sera —;-- C'est la quantité dont la valeur 


2sinty 
de V’ de Péquation (4) du n° I s’accroit par l’accession de la mon- 
tagne. Cette accession ajoute donc & la valeur du rayon terrestre mené 


» la surface de l’atmosphére, que donne cette équation, le terme 


P étant la masse de la Terre. 
De 1a il suit que l’accession de la montagne ajoute au degré mesure 


la quantiteé 

- mc ee a I 

i ———' Sonar Man Be Se ap 
2P \sinty d® sinjy 

ou 


me 


2P sin}y 
Ona 
cosy = cos9 cos9’+- sin9 sin 9’ cos(' — w) ; 


wo et w’ étant les longitudes du milieu du degré mesuré et de la mon- 
tagne. Si la montagne est dans la direction méme du degré mesuré, 


Ona 
y- aot (e/— 6). 


Le signe + ayant lieu si la montagne est plus prés du pole que le 
point attiré, le signe — a lieu dans le cas contraire; la quantité pré- 
cédente devient 


+ mec 3 I : 
+ ee I Ft See om | 
2Psin}(9’—6@)|4 2sin?1(6’— @) 


Le second terme de cette expression est le seul sensible lorsque la 
montagne est peu éloignée de l’are mesuré. Pour une montagne de 
¢ 
méme densité que la Terre et égale & une sphére dont le rayon serait 
{ : i oe : . , . , . . re. 
we du rayon terrestre, et qui serait éloignée du point attiré de + de 
ce dernier rayon, ce terme donnerait 25™ d’accroissement dans le 


degre décimal du méridien : cet accroissement resterait le méme si 
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l'on doublait le rayon de la sphere égale & la montagne, ainsi que son 
éloignement. Une sphére d’un pareil rayon aurait une masse bien 
supérieure a celle des plus hautes montagnes de Ja Terre. 

Si la montagne était assez pres de l’arc mesuré pour que la moitié 
de cet are fit une partie sensible de sa distance, alors il faudrait, 
dans expression (z) de l’effet de la montagne, changer c en dé et 
lintégrer, ce qui donne 


m(d_} > dé : 
2P \d@ sinsy Eas ee 


la constante devant étre déterminée par la condition que cette fone- 


tion soit nulle ala premiere extrémité de l’arc mesuré. Si la montagne 
est dans la direction du méridien, cette fonction devient 


m + , tang; (7 —9,) 1 cos; (4 — G,) r cos} (@!- sale. 
—, |2l ; a : peas 
21 tangi(6’— 6) “ 2 sin?i(@/—@ ) 2 sin?+(4'—4G,) 


) et 0 étant les latitudes des deux extrémités de l’arc mesuré c, dont 
le milieu a 9 pour latitude. Lorsque 0’ — 0, et 6 —9, sont de petits 
arcs, cette fonction se réduit & peu pres a 


2 mec 
ae 
(oo tep 


(0’— @) 


cette quantité exprime d’une maniére fort approchée Vaction de la 
montagne lorsqu’elle devient sensible. 

Nous n’avons considéré jusquwici que l’action directe de la mon- 
tagne; mais elle a sur la mesure du degré une action indirecte, en 
changeant la figure de la mer, qui, par la, change la figure de l’atmo- 
sphere supposée. Nous allons faire yoir que l’effet de cette action 
indirecte est insensible. 

L’équation (4) du n° I donne, pour la variation de ay’, due ’ Vac- 


tion de la montagne, 
nN 


Bap Sear SOP 
2P sinjy’ 
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y étant l’angle compris entre les rayons terrestres menés 4 la mon- 
tagne et 2 une molécule de la surface de la mer. L’élément de la 
mer, da & cette variation, est done le produit de cette quantité par 
dy siny dz’, ¢’ étant l'angle que l’are intercepté entre cette molecule 
et la montagne forme avec le méridien de la montagne. L’action de 
cet élément de la mer produit, dans la valeur de «y’, en vertu de 
l’équation (1), transportée & la partie de la surface de l’atmosphére 


qui s’éleye au-dessus des continents, le terme 


m dy'ds'siny' I 
va ye Loe eR, ? 
aPsinty'’ 2Psinjy’ 


y’ étant l’angle formé par les rayons terrestres menés aux molécules 
de la mer et de l’'atmosphére. La variation de «y’, due & l’action de la 


montagne sur la mer, est 


‘(mady' de' costy' 1 
fasta 


aha 
2P sin} 


cette double intégrale n’a de valeur sensible que dans le petit espace 
ou sinsy” est une trés petite quantité, et alors il est visible qu’elle est 


. ° . Me : . 

beaucoup moindre que la variation —,;———> introduite dans ay” par 
2P sindy ‘ 

l’action directe de la montagne. 

En suivant les raisonnements qui nous ont conduit a l’équation (7) 
du n° Tlf, on voit qu’elle subsiste encore dans le cas ou l’on suppose 
une montagne sensiblement éloignée de l’observateur. La variation de 
la pesanteur, due a l’action de la montagne, est done le produit de £P 


par la variation correspondante de «y’ ou par. - ; ainsi la varia- 


7 
‘2Psin}y 
tion de la pesanteur est beaucoup plus petite que la variation corres- 
pondante du degré du méridien. 

Nous observerons & cette occasion que lexistence de léquation (a) 
du n° I contribue singulitrement a la régularité de la pesanteur et de 
la variation du pendule. 
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VI. Je terminerai ces recherches par les considérations suivantes 
sur la stabilité de la figure de la Terre. Cette stabilité repose sur ces 
deux conditions : savoir, que la mer soit en équilibre et que la Terre 
tourne autour d’un axe invariable relativement A sa surface. J’ai 
prouvé, dans la Connaissance des Temps de 1821, la possibilité d’un 
pareil axe, lorsque la mer recouvre tout le sphéroide terrestre, et je 
suls parvenu ace théoréme : 


La Terre étant supposée un sphéroide formé de couches de densites va- 
riables suivant une loi quelconque, et recouvert d'un fluide; que Von ima- 
gine un second Sphéroide qui péneétre le premier, et dont les couches sotent 
les mémes, avec la seule difference que leurs densités sotent diminuées de 
la densité du fluide : si on fait tourner le premier sphéroide autour de 
Lun des axes principaux du second, le fluide pourra toujours étre en 
équilibre, et alors la figure et axe de rotation seront tngariables; en 
sorte que les trois axes principaux du sphéroide imaginaire deviendront 


ceux de la Terre entiére. 


Dans la nature, la mer laisse & découvert une partie du sphéroide 
terrestre; mais on voit, par l’analyse précédente, que, en faisant 
tourner ce sphéroide autour d’un axe quelconque retenu dans une 
position fixe, lamer pourra toujours prendre une figure d’équilibre. 
En supposant nulle la densité 9 de la mer, l’axe principal de rotation 
du sphéroide sera celui de la Terre entiere. Si l’on nomme a, y, ¢ les 
trois coordonnées d’une molécule dm de la mer, rapportees a cet axe 
et aux deux autres axes principaux, les trois intégrales J xy dm, 
[xtdm, /yCdm, étendues a tout locéan, seront nulles, parce que 
dm est proportionnel a 9 supposé nul; mais, si ¢ n’est pas nul, les va- 
leurs de ces intégrales s’opposeront, par les propriétés connues des 
axes principaux, ace que l’axe principal du sphéroide soit celui de la 
Terre entiére. Prenons maintenant pour nouyel axe fixe de rotation 
l’axe principal du corps forme par le sphéroide terrestre et par la mer 
dans ce premier état d’équilibre, la durée de rotation étant toujours 
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supposée la méme. Soient 2”, y’, © les coordonnées d’une molécule dm 
de la mer, dans ce premier état, et rapportées aux nouveaux axes 
principaux; lamer ne sera plus alors en équilibre, mais elle prendra 
un second état d’équilibre autour du nouvel axe de rotation. Soient 


alors 2”, vy”, C’ les coordonnées d’une molécule dm de la mer; il est 
facile de voir que les valeurs des fonctions [ a'y" dm — fa'ydm, 
fa’ C'dm [x Cdm, [y'C'dm == [y'Cdm s'opposent & ce que ce 
nouyel axe soit un axe principal: or x”, y’, C’ ne different de a’, y’, 7 
que de quantités de l’ordre g, puisque leur différence est due a l’écart 
du second axe de rotation du premier, écart qui serait nul avec pe, et 
qui est par conséquent de l’ordre g. Les valeurs des fonctions préce- 
dentes sont done de Vordre 9?. Prenons encore pour troisieme axe 
fixe de rotation l’axe principal du corps formé par le sphéroide ter- 
restre et par la mer dans son second état d’équilibre. Ce troisiéme 
axe ne s’écartera du second que d’une quantité de l’ordre ¢?, car les 
valeurs qu'il faut détruire par un déplacement du second axe pour 
en former un axe principal éetant de cet ordre, ce déplacement sera 


u 


du méme ordre. Soient 2”, y”, C’ les coordonnées d’une molécule dm 
de la mer dans son second état d’équilibre et rapportées au troi- 
sieme axe de rotation. Soient, de plus, a‘, y'’, CY les coordon- 
nees de cette molécule dans le troisieme état d’équilibre; les valeurs 
des fonctions [ a’ y'* dm — [ay dm, bbe CY dm — ea C" dm, 
[y*t" dm — [y"C’dm s'opposent & ce que le troisiéme axe de rota- 
tion soit un axe principal. Mais l’écart de ce troisieme axe du second 
n’étant que de l’ordre 9’, v”, y'”, CY ne different de x”, y”, ¢” que de 
quantites de cet ordre; les valeurs des fonctions précédentes sont 
done de ordre 9°. En continuant ainsi, on voit que ces fonctions dé- 
eroissent sans cesse, et qu’a leurs limites axe de rotation devient un 
axe principal, la mer étant en équilibre, ce qui démontre la possibi- 
lite d'un pareil axe. Son existence est prouvée par toutes les observa- 
lions astronomiques suivant lesquelles les hauteurs du pole sont in- 


variables, et qui, de plus, font yoir que les mouvements primitifs de 
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cet axe sont depuis longtemps anéantis, et que la durée du jour moyen, 
prise généralement pour étalon de temps, est constante. Je n’ai point 
eu égard aux variations de la rotation, dues aux passages de la mer 
Wun état d’équilibre & un nouvel état d’équilibre. Ces variations ne 
pouvant étre que de l’ordre ag, la variation qui en résulte dans la 
force centrifuge et, par conséquent, dans la figure de la mer, est de 


Vordre «9, quantité que nous avons négligée. 
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Mémoires de l’ Académie des Sciences, Il* Série, T. III, 1818; 1820. 


Les expériences multipliées du pendule ont fait voir que l’accrois- 
sement de la pesanteur suit une marche fort réguliére et, a trés peu 
pres, proportionnelle au carré du sinus de la latitude. Cette force 
étant la résultante des attractions de toutes les molécules terrestres, 
ses observations comparées 4 la théorie de l’attraction des sphéroides 
offrent le seul moyen qui puisse nous faire pénétrer dans la constitu- 
tion intérieure de la Terre; et, sous ce rapport, elles sont trés impor- 
tantes pour l’avancement de la Géologie. J’ai publié sur cet objet, dans 
le Volume précédent ('), un théoreme fondé sur une propriété remar- 
quable de l’attraction que les corps placés a la surface d’une sphére 
exercent sur un point situé prés de cette surface. 

Si ’on imagine un fluide trés rare et qui, en s’élevant & une petite 
hauteur, enveloppe la Terre entiere et ses montagnes, ce fluide 
prendra un état d’équilibre, et j’ai fait voir, dans le Volume cité, 
que les points de sa surface extérieure seront tous également éleyés 
au-dessus de la mer. Les points intérieurs des continents, autant 
abaissés que ceux de la surface de la mer, au-dessous de la surface 
extérieure du fluide supposé, forment par leur continuité ce que je 
nomme niveau prolongé de la mer. La hauteur d’un point des conti- 
nents au-dessus de ce niveau sera déterminée par la différence de 
pression du fluide a ce point et au niveau de la mer, difference que 


(1) Voir le Mémoire qui précede. 
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les observations du barométre feront connaitre, car notre atmosphere, 
supposée réduite partout & sa densité moyenne, devient le fluide que 
nous yenons d’imaginer. 

Cela posé, conceyons que la Terre soit un sphéroide homogene 
d’une forme quelconque et recouvert en partie par la mer. Si l’on 
prend pour unité la longueur du pendule & secondes a l’équateur, et 
si a la longueur de ce pendule, observée & un point quelconque de la 
surface du sphéroide terrestre, on ajoute la moitié de la hauteur de 
ce point au-dessus du niveau de l’océan, hauteur que donne I’obser- 
vation barométrique, l’accroissement de cette longueur ainsi corrigée 
sera égal au produit du carré du sinus de la latitude par i du rapport 
de la force centrifuge 4 la pesanteur & l’équateur ou par ;“4;. 

Ce théorime est vrai A trés peu pres, quelles que soient la densité 
de la mer et la maniére dont elle recouvre en partie la Terre, dans le 
cas méme ou la surface des continents serait discontinue et formée de 
plusieurs surfaces tangentes les unes aux autres : il s’étend aux pla- 
teaux éleyés, un peu yastes, pourvu qu’ils soient de méme densité 
que le sphéroide terrestre. Enfin, il n’est point sensiblement altéré 
par l’attraction des montagnes éloignées. Il me parait mériter d’au- 
tant plus l’attention des analystes, que, dans tous ces cas ot il donne 
une expression si simple de la pesanteur, il est impossible de déter- 
miner la figure de la mer. 

Les expériences ‘du pendule faites dans les deux hémispheres s’ac- 
cordent a bonnet au carré du sinus gp la latitude un coefficient qui 


SUrpasse jpop CL A peu pres égal a 455; 1 est donc bien prouvé, par 


10000 
ces expériences, que la Terre n’est point homogene dans son inté- 
rieur et que les densités de ses couches croissent de la surface au 
centre. 

Mais la Terre, hétérogéne dans le sens mathématique, serait homo- 
gene dans le sens chimique si l’accroissement de la densité de ses 
couches n’était di qu’a l’accroissement de la pression qu’elles éprou- 
vent a mesure qu’elles sont plus pres du centre. On concoit, en effet, 
que le poids immense des couches supérieures peut augmenter con- 
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sidérablement leur densité, dans le cas méme ou elles ne seraient pas 
fluides, car on sait que les corps solides se compriment par leur 
propre poids. La loi des densités résultantes de ces compressions 
étant inconnue, nous ne pouvons pas savoir jusqu’a quel point la 
densité des couches terrestres peut ainsi s’accroitre. La densité d’un 
gaz quelconque est proportionnelle a sa compression lorsque sa tem- 
perature reste la méme. Cette loi, trouvée juste dans les limites de 
densité des gaz ou l’on a pu l’éprouver, ne peut évidemment convenir 
aux liquides et aux solides dont la densité est tres grande relative- 
ment a celle des gaz, lorsque la pression est tres petite ou nulle. Il 
est naturel de penser que ces corps résistent d’autant plus a la com- 
pression quils sont plus comprimés; en sorte que le rapport de la 
différentielle de la pression a celle de la densité, au lieu d’étre con- 
stant, comme dans les gaz, croit avec la densité : la fonction la plus 
simple qui puisse représenter ce rapport est la premiere puissance de 
la densité multipliée par une constante. C’est celle que j’ai adoptée, 
parce qu’elle réunit a l’avantage de représenter de la maniere la plus 
simple ce que nous savons sur la compression des liquides et des 
solides, celui de se préter facilement au calcul dans la recherche de 
la figure de la Terre. Jusqu’ici les géométres n’ont point fait entrer 
dans cette recherche l’effet résultant de la compression des couches. 
M. Young vient d’appeler leur attention sur cet objet, par la remarque 
ingénieuse que l’on peut expliquer de cette maniere l’accroissement 
de densité des couches du sphéroide terrestre. J'ai pensé que l’on 
verrait avec intérét l’analyse suivante, de laquelle il résulte qu’il est 
possible de satisfaire ainsi & tous les phénomenes connus dépendant 
de la loi de densité de ces couches. Ces phénomenes sont : les varia- 
tions des degrés des méridiens et de la pesanteur; la précession des 
équinoxes; la nutation de l’axe terrestre; les inégalités que l’aplatis- 
sement de la Terre produit dans le mouvement de la Lune; enfin le 
rapport de la moyenne densité de la Terre a celle de l’eau, rapport que 
Cavendish a fixé, par une belle expérience, 455. En partant de la lot 
précédente sur la compression des liquides et des solides, je trouve 
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que, si la Terre était entitrement formée d’eau, son aplatissement 
serait =4,; le coefficient du carré du sinus de la latitude, dans l’ex- 


1 

36 
yression de la longueur du pendule & secondes, serait —°., et la den- 
| oO 140000 


sité moyenne de la Terre serait neuf fois celle de l’eau. Tous ces résul- 
tats s’écartent des observations au dela des limites des erreurs dont 
elles sont susceptibles. 

Si l’on suppose la Terre formée d’une substance homogene dans le 
sens chimique, dont la densité soit 2} de celle de ’eau commune, et 
qui, comprimée par une colonne verticale de sa propre substance, 
égale dla millioniéme partie du demi-axe terrestre, augmente en den- 
sité de 5,5345 millioniémes de sa densité primitive, on satisfait & tous 
les phénomeénes que je viens de citer. L’existence d’une telle sub- 
stance est trés admissible ef il y en a vraisemblablement de pareilles 
a la surface de la Terre. Au reste, je suis loin daffirmer que ce cas 
soit celui de la nature; il est méme probable, vu la grande variété des 
substances qui sont & la surface de la Terre, que, dans I’intérieur de 
cette planete, il en existe semblablement un grand nombre qui n’ont 
pu tre disposées régulitrement autour de son centre de gravité que 
dans un état primitif de fluidité due & une chaleur excessive. Mais 
l’hypothese d’une substance unique, dont les couches ne yarient en 
densité que par la compression qu’elles éprouvent, n’offrant rien 
impossible, elle m’a paru digne de l’attention des géoméetres. 

Je suppose la température uniforme dans toute l’étendue du spheé- 
roide terrestre; mais il est possible que la chaleur soit plus grande 
vers le centre, et cela serait ainsi dans le cas ot la Terre, douée pri- 
mitivement d’une grande chaleur, se refroidirait continuellement. 
L’ignorance ou nous sommes de la constitution intérieure de cette 
planete ne nous permet pas de calculer la loi de ce refroidissement 
et la diminution qui en résulte dans la température moyenne des cli- 
mats; mais nous povvons établir d’une maniere certaine que cette 
diminution est insensible depuis deux mille ans. | 

Imaginons, dans un espace d’une température constante, une sphere 
douee d’un mouvement de rotation; conceyons ensuite qu’apres un 
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long temps la température de l’espace diminue d’un degré; la sphére 
finira par prendre ce nouveau degré de température : sa masse n’en 
sera point altérée, mais ses dimensions diminueront d’une quantité 
que je suppose étre 1 cent-millieme, ce qui a liew a peu prés pour le 
verre. En vertu du principe des aires, la somme des aires que chaque 
molécule de la sphere décrit autour de son axe de rotation sera, dans 
un temps donné, la méme qu’auparavant. I! est facile d’en conclure 
que la vitesse angulaire de rotation sera augmentée de 1 cinquante- 
millieme. Ainsi, en supposant que la durée de la rotation soit d’un 
jour ou de cent mille secondes décimales, elle sera diminuée de deux 
secondes par la diminution d’un degré dans la température de l’es- 
pace. Sil’on étend cette conséquence a la Terre, et si l’on considere 
que la durée du jour n’a pas varié, depuis Hipparque, d’un centieme 
de seconde, comme je I’ai fait voir par la comparaison des obserya- 
tions avec la théorie de l’équation séculaire de la Lune, on jugera que, 
depuis cette époque, la variation de la chaleur intérieure de la Terre 
est insensible. A la vérité, la dilatation, la chaleur spécifique, la per- 
méabilité plus ou moins grande a la chaleur et la densité des diyerses 
couches du sphéroide terrestre, toutes choses inconnues, peuvent 
mettre une différence sensible entre les résultats relatifs a la Terre et 
ceux de la sphere que nous venons de considérer, suivant lesquels une 
diminution d’un centieme de seconde dans la durée du jour répond a 
une diminution d’un deux-centieme de degré dans la température; 
mais cette différence ne peut jamais élever d’un deux-centiéme de 
degré a un dixieme la perte de la chaleur terrestre, correspondante i 
la diminution d’un centieme de seconde dans la durée du jour. On 
voit méme que la diminution d’un centieme de degré pres de la sur- 
face suppose une diminution plus grande dans la température des 
couches inférieures, car on sait qu’a la longue la température de 
toutes les couches diminue suivant la méme progression géométrique ; 
en sorte que la diminution d’un degré pres de la surface répond a des 
diminutions plus grandes dans les couches plus voisines du centre. 
Les dimensions de la Terre et son moment d’inertie diminuent done 
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plus que dans le cas de la sphére que nous avons imaginée. II suit de 
la que, si dans la suite des temps l’on observe quelques changements 
dans la hauteur moyenne du thermométre placé au fond des caves de 
l’Observatoire, il faudra l’attribuer, non 4 une variation dans la tem- 
pérature moyenne de la Terre, mais & un changement dans le climat 
de Paris, dont la température peut varier par beaucoup de causes acci- 
dentelles. Il est remarquable que la découverte de la vraie cause de 
l’équation séculaire de la Lune nous fasse connaitre en méme temps 
l'inyariabilité de la durée du jour et celle de la température de la 
Terre, depuis l’époque des plus anciennes observations. 

Je reprends l’équation (1) du n° 29 du Livre III de la Mecanique cé- 
leste; en la différentiant et ne comparant que les termes constants de 
ses deux membres, on aura 

= — — pags oa'da. 
Il est ici la pression a la surface d’une courbe de niveau du sphéroide 
terrestre dont le rayon est a; 0 est la densité de cette couche, et x est 
le rapport de la circonférence au diamétre. L’intégrale doit étre prise 
depuis @=o. Maintenant, si l’on suppose dII = 2kp do, k étant une 


constante, on aura 
ieS kp? — k(p)*; 


(2) étant la densité a la surface ot II est nul; l’équation précédente 
donnera done 


do n* 

ao mee ae f pata, 

in faisant n?= =". § : 

en faisant n*—= —-. Supposons p’= ag, on aura 
a* dp = adp'—p'da; 


equation précédente deyient ainsi 


ado! 


“da 0 =—n* fap! da. 
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En différentiant, on aura 


-+- a*p'= 0. 


L’intégrale de cette équation est 
o'— Asinan + B cosan, 


A et B étant deux constantes arbitraires; on aura done 
ALS B 
p — — §sInan + — cosan. 
a a 


La densité n’étant point infinie au centre ou a est nul, ona 


Bios 
par conséquent 


= — sinan. 
P a 


Telle est donc la loi de densité des couches du sphéroide terrestre 
relative & la loi supposée entre la pression et la densité. A la surface 
de la Terre, ol nous supposerons a=1, ona 


p=Asinn, 


#6 =— Asin n(a — mann) 


tang 2 


En faisant donc 4 cette surface 


dp 
da 
— qs 
p 
on aura 
ar n 
(2) ‘om tangn 


Si l’on nomme D la moyenne densité de la Terre, on aura 


Spada = D farda = 4D. 


Or l’équation 


i —— [patda 


Aa vn a? 
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donne i la surface 

qe= n? [ parda; 
on a done 


(6) 


Dd, s' : ras 
. étant le rapport de la densité moyenne de la Terre a la densité de la 
couche A sa surface. Cette équation, combinée avec léquation (a), 
D : a 
donnera g et — lorsque l’une de ces deux quantités sera connue. 
2) 


Mais il existe deux autres éléments que les observations font con- 
naitre, et qui, dépendant comme q et D de la loi de densité des cou- 
ches du sphéroide terrestre, sont liés aux quantités précédentes. L’un 
de ces éléments est l’ellipticité du sphéroide. Si on nomme A I’ellip- 
ticité de la couche du sphéroide dont le rayon est a et la densité p, on 
a, par le n° 30 du Livre cité, 


Ph) :6A5 apa adh+hda _ 
dae a da 


[pa da 
Si l’on met cette équation sous la forme 


d*(h { p.a* da) 6hf pa da ha? dp 


o= —— —_ — 


da? @ eee oe 
et si, au lieu de 
do 
da’ 
on substitue sa valeur 
— n? 
; Sea da, 


on aura Be 2 
d*(h | o'ada) 6h [p'ada t 
Ree igs At a aa ae nh { p'ada. 


IL est facile de yoir que l’on satisfait a cette équation en faisant 


> 
n* a n?ada 


hf pada = Be! (1— aa) + 3B dp! 
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d*p! 
da? 


pression donne, en substituant pour ¢’ sa valeur A sinan, 


2 o 
h=B( n* tangan =) 


B étant une arbitraire, et en observant que =— n*o’. Cette ex- 


tangan — na a 


expression qui devient nulle au centre. On voit, par le n° 30 du Livre 
cité, que cette expression de A est la seule admissible dans la ques- 
tion présente; par le méme numéro, l’ellipticité de la Terre est a la 
surface, ol @=T, 
ao hf pla da 
ah [pla da — za*’hp + afathde 


5 


les intégrales étant prises depuis a nul; a9 est le rapport de la force 
centrifuge & la pesanteur a l’équateur. Substituant, au lieu de Ado, 


hn? ; oat 
ere daf e'a da, et, au lieu de h fea da, sa valeur précédente, on 


oo 3 do’ 
fe i ae mB fa° (e'— wat i aaa) an 


on aura facilement cette intégrale, en observant que l’on a générale- 


aN | 
fete tan 3 fae, 


et en intégrant par parties. On trouvera ainsi 4 la surface de la Terre, 


aura 


ment 


oua =1, l’ellipticité égale a 


Je dois observer ici que M. Legendre a déja déterminé l’aplatisse- 
ment de !a Terre, dans le cas ot la densité ep des couches est exprimée 
par 2 sinan (Meémotres de 1 Académie des Sciences, année 1789). 

En combinant les phénomenes de la précession et de la nutation 
avec les inégalités lunaires dépendantes de l’aplatissement de la Terre 
et avec les observations des degrés des méridiens et de la pesanteur, 


}, 
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je suis parvenu, dans le Tome II des Nouveaua Mémoires de l’ Académe 


des Sciences ('), & cette équation 


° Reeth : 
jeda _ 0,00153 


fe Fes 0,001736 


Cette equation suppose le rapport de la masse de la Lune, divisée 
par le cube de sa moyenne distance & la Terre, & la masse du Soleil, 
divisée par le cube de sa moyenne distance, égal & 2,57. Mais, si ce 
rapport était 3,577 — 1, ¢ étant une indéterminée, on aurait 


5 : ~ 
J pda __ ¢.0,00153 


fo da’ 0001736 


. 


Or, ona 


[pas da _ 6 
Sg EE Se Fete 
{ pa*da q fe 
on aura done 
2 6 ’ 
i+ — — — =1.0,052880. 
qd vt 


On a ainsi les quatre équations suivantes : 


a Sk = 

om langn’ 
3q 

D — n° 
000865 (1 — 4) 

ellipticité de la Terre = ae erameineaeeny sl 
i oS Ma =1%.0, 92880, 
q n> 


Si lon suppose rn =}, 7 étant le rapport de la circonférence au 


diametre, on aura 


g =5,5345, 
Dd 
— = 27,4225, 
Pp 
ellipticité = — 
plicite 306,6° 
t= 0,919; 


(') Foir, plus haut, p. 443. 
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le rapport de la densité du centre 4 celle de la surface sera 27 ou 
5,236, et la nutation en secondes sexagésimales sera 9’,32. L’ellip- 
ticité précédente satisfait 4 ensemble des observations des degrés, 
de la pesanteur et des inégalités lunaires dépendantes de I’aplatis- 
sement de la Terre. La nutation 9’,30 est, a fort peu pres, celle 
qui résulte des observations de la hauteur et de l’ascension droite 
de létoile polaire. En supposant, conformément a l’expérience de 
Cavendish, le rapport de la moyenne densité de la Terre a celle de 
Peau égal 45,5, la densité de la couche de la surface sera 2,27, celle 
de l’eau étant prise pour unite. 

Si la Terre était entierement formée d’eau, en supposant, confor- 
mément aux expériences de Canton, que, a la température de 16° C., 
elle augmente, en densité, de 44 millioniémes, sous la pression d'une 


colonne d’eau de 10”, ona 
Game PEEL 


d’ot l’on tire 
it =3 ,02970, 


3 = 920479 


' 


ellipticité 

2111 | Re ee 

399Q,¢ 

le coefficient du carré du sinus de la latitude, dans l’expression de la 
longueur du pendule a secondes, la longueur a l’équateur étant prise 
pour unité, est égal & 0,00587; enfin la nutation est, en secondes 
sexagésimales, 8”,6. Tous ces résultats s’éloignent des observations, 
au dela des limites des erreurs dont elles sont susceptibles. 
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Mémoires de l’ Académie des Sciences, Il® Série, Tome IJ, année 1818; 1890. 


Ce phénomene meérite particulierement!’attention des observateurs, 
en ce qu'il est le résultat de l’action des astres, le plus pres de nous et 
le plus sensible, et que les nombreuses variétés qu'il présente sont 
tres propres a vérifier la loi de la pesanteur universelle. Sur l’invita- 
tion de l’Académie des Sciences, on fit, au commencement du dernier 
siecle, dans le port de Brest, une suite d’observations qui furent con- 
tinuées pendant six années consécutiyes et dont la plus grande partie 
a été publiée par Lalande, dans le quatriéme Volume de son Astro- 
nomic. La situation de ce port est trés favorable & ce genre d’observa- 
tions : il communique avec la mer par un canal fort vaste, au fond 
duquel le port a été construit. Les irrégularités de la mer parviennent 
ainsi, dans ce port, tres affaiblies, & peu prés comme les oscillations 
que le mouvement irrégulier d’un vaisseau produit dans le barometre 
sont atténuées par un étranglement fait au tube de cet instrument. 
D’ailleurs, les marées étant considérables a Brest, les variations acci- 
dentelles n’en sont qu'une faible partie : aussi l’on remarque dans les 
observations de ces marées, pour peu qu'on les multiplie, une grande 
régularité que ne doit point altérer la petite riviére qui vient se perdre 
dans la rade immense de ce port. Frappé de cette régularité, je priai 
le Gouvernement d’ordonner que l’on fit, & Brest, une nouvelle suite 
d’observations des marées, pendant une période entiere du mouve- 
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ment des neeuds de l’orbe lunaire. C’est ce que l’on a bien voulu entre- 
prendre. Ces nouvelles observations datent du 1* juin de l'année 1806, 
et depuis cette époque elles ont été continuées sans interruption jus- 
qu’a ce jour. Elles laissent encore & désirer : elles ne se rapportent m1 
au méme endroit du port, ni ala méme échelle. Les observations des 
cing premieres années ont été faites au lieu du port que l’on nomme fa 
mature; les autres l’ont été pres du bassin; mais le peu de distance de 
ces deux endroits n'a dt produire que de trés légeres differences, et 
j'ai reconnu par les observations que ces différences sont insensibles. 
Cependant, il vaudrait mieux faire les observations dans le méme point 
etavec la méme échelle. Il est temps enfin d’observer ce genre de phé- 
nomenes avec autant de soin que les phénoménes astronomiques. 

J'ai considéré, dans ces nouvelles observations, celles de l'année 1807 
et des sept années suivantes. J’ai choisi dans chaque équinoxe et dans 
chaque solstice les trois syzygies et les trois quadratures les plus voi- 
sines de l’équinoxe et du solstice. Dans les syzygies, j’ai pris l’excés 
de la haute mer du soir sur les basses mers du matin, du jour qui pré- 
cede la syzygie, du jour méme de la syzygie et des quatre jours qui la 
suivent, parce que la plus haute mer arrive vers le milieu de cet inter- 
valle. J’ai fait une somme des exces correspondants & chaque jour, 
en doublant les exces relatifs & la syzygie intermédiaire, ou la plus 
voisine de l’équinoxe ou du solstice. Par ce procédé, les effets des 
variations des distances du Soleil et de la Lune a la Terre se trouvent 
detruits; car, si la Lune était, par exemple, vers son périgée, dans la 
syzygie intermediaire, elle était vers son apogée dans les deux syzygies 
extremes. Les sommes d’excés qu’on obtient ainsi sont done, a fort peu 
pres, independantes des variations du mouvement et de la distance des 
astres. Elles le sont encore des inégalités des marées, différentes de 
l'inegalité dont la période est d’enyiron un demi-jour, et qui, dans nos 
ports, est beaucoup plus grande que les autres : car, en considérant a 
la fois les observations des deux équinoxes et des deux solstices, les 
elfets de la petite inégalité dont la période est & peu prés d’un jour se 
detruisent mutuellement; les sommes dont il s’agit sont done unique- 
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ment dues a la grande inégalité. Les vents doivent avoir sur elles peu 
d’influence; car, s’ils élevent la haute mer, ils doivent également sou- 
lever la basse mer. J’ai déterminé la loi de ces sommes pour chaque 
année, en observant que leur variation est, A fort peu prés, propor- 
tionnelle au carré de leur distance en temps, au Maximum; ce qui 
m’a donné l’interyalle dont ce maximum suit la moyenne des marées 
syzygies et le coefficient du carré du temps. Le peu de différence que 
présentent, a l’égard de ce coefficient, les résultats des observations 
de chaque année prouye la régularité de ces observations. 

J’ai considéré de la méme maniere les marées quadratures en pre- 
nant les excés de la haute mer du matin sur la basse mer du soir, du 
jour méme de la quadrature et des trois jours qui la suivent. L’accrois- 
sement des marées, & partir du minimum, étant beaucoup plus rapide 
que leur diminution a partir du maximum, j’ai dt restreindre a un plus 
petit intervalle la loi de variation proportionnelle au carré du temps. 

Dans tous ces résultats, influence de la déclinaison des astres sur 
les hauteurs des marées et sur la loi de leur variation dans les syzygies 
et dans les quadratures se montre avec évidence. En considérant, par 
la méme méthode, neuf syzygies équinoxiales vers le périgée de la 
Lune, et neuf syzygies équinoxiales vers son apogée, l’influence des 
changements de la distance lunaire sur la hauteur et sur la loi de 
variation des marées se manifeste avec la méme évidence. C’est ainsi 
que, en combinant les observations de maniere 4 dégager |’élément 
que l’on veut connaitre de tout ce qui lui est étranger, on parvient a 
déméler les lois des phénoménes, confondues dans les recueils d’ob- 
servations. 

Les résultats des observations étant toujours susceptibles d’erreurs, 
il est nécessaire de connaitre la probabilité que ces erreurs sont con- 
tenues dans des limites données. On sent, il est vrai, que la probabi- 
lité restant la méme, ces limites sont d’autant plus rapprochées, que 
les observations sont plus nombreuses et plus concordantes entre 
elles. Mais cet apercu général ne suffit pas pour assurer I’exactitude 
des résultats des observations et l’existence des causes régulieres 
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quelles paraissent indiquer : quelquefois méme il a fait rechercher 
la cause de phénomenes qui n’étaient que des accidents du hasard. 
Le Calcul des probabilités peut seul faire apprécier ces objets, ce qui 
rend son usage de la plus haute importance dans les sciences phy- 
siques et morales. Les recherches précédentes m’offraient une occa- 
sion trop fayorable d’appliquer & l'un des grands phénoménes de la 
nature les nouvelles formules auxquelles je suis parvenu dans ma 
Théorie analytique des probabilités pour ne pas la saisir. J’expose 
done ici l’application que j’en ai faite aux lois de la variation des 
hauteurs et des intervalles des marées syzygies et quadratures, et a 
influence qu’exercent, & leur égard, les déclinaisons des astres. On 
verra que ces lois sont déterminées par les observations avec une pre- 
cision tres remarquable, ce qui explique l'accord des résultats des 
observations modernes avec ceux des observations faites, il y a plus 
d'un siecle, dans le port de Brest, et que j’ai discutées dans le qua- 
trieme Livre de la Mécanique céleste. On sentira Putilité de cette 
application du Calcul des probabilités, si l'on considére que plusieurs 
savants, et spécialement Lalande, pour n’avoir pas soumis a ce calcul 
l'ensemble des observations, et pour s’étre attachés 4 quelques obser- 
vations partielles ot les marées, vers les solstices, s’ étaient fort élevées 
par le concours de causes accidentelles, ont révoqué en doute Vin- 
fluence des déclinaisons des astres dans ces phénomenes, influence 
indiqueée & la fois par les hauteurs des marées et par les lois de leur 
variation, avec une probabilité bien supérieure a celle de la plupart 
des choses sur lesquelles on ne se permet aucun doute. 

Je compare ensuite tous ces résultats 4 la théorie de la pesanteur 
uniyerselle. Celle que j’ai donnée dans le Livre cité est fondée sur le 
principe suivant de Dynamique, qui peut étre utile dans tous les cas 
ol les circonstances sont trop compliquées pour étre soumises au 
calcul. L’état d'un systéme de corps dans lequel les conditions primitives 
du mouvement ont disparu par les résistances qu'u éprouge est périodique 
comme les forces qui Vaniment. En réunissant ce principe a celui de la 


coexistence des oscillations tres petites, je suis parvenu a une expres- 
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sion de la hauteur des marées, dont les arbitraires comprennent I effet 
des circonstances locales du port. Pour cela, j'ai réduit en séries de 
sinus et de cosinus d’angles croissant proportionnellement au temps, 
expression génératrice des forces lunaires et solaires sur l’océan. 
Chaque terme de la série peut étre considéré comme représentant 
Paction d’un astre particulier qui se meut uniformément, et & une 
distance constante, dans le plan de l’équateur. De 1a naissent plu- 
sieurs espéces de flux partiels dont les périodes sont & peu prés d’un 
demi-jour, d’un jour, d’une demi-année, d’une année, enfin de dix- 
huit ans et demi, durée du mouvement périodique des nceuds de 
Yorbe lunaire. En suivant cette idée, que j’ai exposée dans le n° 19 
du Livre IV de la Mécanique céleste, je parviens ici a des formules plus 
exactes encore que celles dont j’ai fait usage dans le Livre cité. 

J’ai comparé ces nouvelles formules aux observations faites dans 
le port de Brest, et j’ai trouvé entre elles un parfait accord. I] était 
curieux de voir si les constantes arbitraires déterminées par cette 
comparaison se retrouvent les mémes que celles qui résultent des 
observations faites il y a plus d’un siécle, ou si elles ont éprouvé des 
altérations par les changements que les opérations de la nature et de 
art ont pu produire dans ce long interyalle, au fond de la mer, dans 
le port et sur les cotes adjacentes. Il résulte de cet examen que les 
hauteurs actuelles des marées surpassent de ,°; environ les hauteurs 
déterminées par les observations anciennes; mais, ces observations 
n’ayant point été faites au méme lieu que les observations modernes, 
cette considération, jointe a lincertitude de la graduation de l’an- 
cienne échelle, ne permet pas de prononcer sur ce point qui doit fixer, 
a l’avenir, l’attention des observateurs. Du reste, les observations an- 
ciennes et modernes présentent l’accord le plus satisfaisant, soit entre 
elles, soit avec la théorie de la pesanteur, par rapport aux variations 
des hauteurs des marées, dépendantes des déclinaisons et des dis- 
tances des astres & la Terre, et par rapport aux lois de leur accrois- 
sement et de leur diminution, & mesure qu’elles s’éloignent de leur 
minimum et de leur maximum. Je n’avais point considéré, dans la Me- 
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canigue céleste, ces lois, relativement aux variations des distances de 
la Lune a la Terre. Ici je les considére, et je trouve le méme accord 
entre l’observation et la théorie. 

Le retard des plus grandes et des plus petites marées sur les in- 
stants des syzygies et des quadratures a été observé par les anciens, 
comme on le yoit dans Pline le Naturaliste. Daniel Bernoulli, dans sa 
Piece sur le flux et le reflux de la mer, couronnée en 1740 par l’Aca- 
démie des Sciences, attribue ce retard 4 l’inertie des eaux, et peut-étre 
encore, ajoute-t-il, au temps que l’action de la Lune, emploie a se 
transmettre & la Terre. Mais j’ai prouvé, dans le Livre IV de la Méca- 
nique celeste, que, en ayant égard a l’inertie des eaux, les plus grandes 
marées coincideraient avec les syzygies, si la mer recouyrait réguliére- 
ment la Terre entiére. Quant au temps de la transmission de l’action 
de la Lune, j’ai reconnu, par l’ensemble des phénomenes célestes, que 
l'attraction de la matiére se transmet avec une vitesse incomparable- 
ment supérieure a la vitesse méme de la lumiere. Il faut done cher- 
cher une autre cause du retard dont il s’agit. 

Jai fait voir, dans le Livre cité, que ce phénomene dépend de la 
rapidité du mouvement de l’astre dans son orbite, combinée avec les 
circonstances locales du port. Nous aurons une idée juste de l’in- 
fluence de ces causes, en imaginant un yaste canal communiquant 
avec la mer, et s’avancant dans les terres sous te méridien de son em- 
bouchure. Si l'on suppose le Soleil et la Lune mus dans le plan de 
l’équateur, et qu’a ’embouchure la pleine mer, arrivant 4 l’instant 
méme du passage de l’astre au méridien, emploie un demi-jour & par- 
venir a l’extrémité du canal, il est visible qu’a ce dernier point tous 
les phenomeénes qui ont lieu & ’embouchure se reproduisent aprés un 
demi-jour. Ainsi les maxima et les minima des marées n’auront lieu 
qu'un demi-jour apres la syzygie et la quadrature. Si le flux lunaire, a 
raison de sa grandeur, mettait un trentiéme de jour moins que le flux 
solaire a parcourir le canal, le maximum 4 |’extrémité du canal arri- 
vant lorsque les deux flux partiels solaire et lunaire coincident, il cor- 
respondrait au cas ol la Lune traverse le méridien, un trenti¢me de 
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jour aprés le Soleil, ce qui suit d’un jour a peu prés la syzygie. En 
ajoutant au demi-jour que la marée solaire est supposée employer a 
parcourir le canal, on aurait un jour et demi pour le temps dont le 
maximum de la marée suivrait la syzygie a son extrémité. 

Conceyons maintenant que le port soit au point de jonction de deux 
canaux, dont les embouchures soient trés peu distantes entre elles. 
Supposons que la marée solaire emploie un quart de jour a parcourir 
le premier canal, et un jour et demi a parcourir le second. II est clair 
que la basse mer solaire du premier canal correspond alors 4 la haute 
mer du second; et si, 4 l’extrémité commune des deux canaux, les 
deux marées sont d’égale grandeur, la mer y sera stationnaire, i ne 
considérer que l’action du Soleil; mais, le jour lunaire surpassant le 
jour solaire de o!,035, la basse mer lunaire du premier canal ne cor- 
respondra point a la haute mer lunaire du second canal; les deux flux 
partiels lunaires ne se détruiront point mutuellement, et leur diffé- 
rence pourra étre augmentée par leurs mouvements propres dans les 
canaux; il y aura done un flux lunaire sensible a leurs extrémités. Le 
rapport de l’action solaire a l’action lunaire qui, dans le port de Brest, 
est a tres peu pres un tiers, sera donc nulle a cette extrémité. On voit 
par la que les circonstances locales peuvent influer considérablement 
sur le rapport des actions des deux astres sur la mer. J’ai donné, dans 
le Livre cité de la Mecanique celeste, une méthode pour déterminer par 
les observations l’accroissement que le rapport de l’action de la Lune 
a celle du Soleil recoit des circonstances locales. En comparant les 
marées équinoxiales et solsticiales, observées & Brest, dans les syzy- 
gies et dans les quadratures, je fus conduit, par cette méthode, a un 
accroissement d’un dixiéme dans ce rapport; mais je remarquai qu’un 
élément aussi délicat devait étre déterminé par un plus grand nombre 
d’observations. L’ensemble des observations modernes m’a prouveé cet 
avantage. Ces observations, deux fois plus nombreuses que les an- 
ciennes, confirment l’accroissement dont il s’agit et le portent a un 
neuvieme, en sorte que son existence est tres vraisemblable. En 
appliquant a cet objet les formules de probabilité, je trouve que la 
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probabilité de cet accroissement est $45 par les seules observations 
modernes. Ainsi la reunion de ces observations avec les anciennes ne 
doit laisser aucun doute a cet égard. Pour conclure des phénomenes 
des marées le vrai rapport des actions du Soleil et de la Lune, il faut 
corriger de cet accroissement l’action lunaire. Alors on a 4 environ 
pour la masse de la Lune, celle de la Terre étant prise pour unité, d’ou 
il est facile de conclure les valeurs des phénoménes astronomiques 
qui dépendent de cette masse. Mais, en considérant la petitesse des 
quantités qui m’ont servi & déterminer l’accroissement de l’action lu- 
naire, et en réfléchissant que ces quantités sont du méme ordre que 
les petites erreurs dont application du principe de la coexistence des 
ondulations tres petites aux phénoménes des marées est susceptible, 
je n’ose garantir l’exactitude de cette valeur de la masse lunaire, et 
jincline & penser que les phénomenes astronomiques sont plus pro- 
pres 2 la fixer. 

Jai déterminé pareillement les heures et les intervalles des marées 
dans les syzygies et dans les quadratures, vers les équinoxes et les 
solstices, et dans l’apogée et le périgée de la Lune. L’influence des 
déclinaisons et des distances des astres est indiquée par ces obserya- 
tions avec une extréme probabilité dont je détermine la valeur : j’ai 
retrouyé les mémes résultats que m’avait donnés la discussion des ob- 
servations anciennes et le méme accord de ces résultats avec la théorie. 
Les interyalles des marées peuvent servir 4 déterminer le rapport des 
actions de la Lune et du Soleil sur la mer. On concoit, en effet, que 
plus action lunaire emporte sur laction solaire, plus l’intervalle 
journalier des marées se rapproche du jour lunaire. Le retard observé 
des marées syzygies donne, & fort peu pres, le méme rapport que le 
retard des marées quadratures; le milieu de ces rapports est 3,14782. 
Les hauteurs des marées donnent, pour ce rapport, 2,88347. La diffe- 
rence, quoique assez petite, ne me parait pas devoir étre attribuée aux 
seules erreurs des observations, et je pense qu’une partie de cette dif- 
ference yient de l’erreur de l’hypothése de la coexistence des oscilla- 
tions, qui ne peut plus étre considérée comme trés approchée quand 
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les ondulations, comme celles de la mer i Brest, sont considérables. 
L’intervalle moyen des marées est exactement la durée moyenne du 
jour lunaire, en sorte que, dans nos ports, il y a autant de marées que 
de passages de la Lune au méridien. On peut donc considérer le flux 
et le reflux de la mer comme un phénoméne lunaire, modifié par l’ac- 
tion solaire, qui rend les intervalles des flux consécutifs alternative- 
ment plus grands et plus petits que la durée d’un demi-jour lunaire, 
et les hauteurs des marées alternativement plus petites et plus grandes 
que les hauteurs dues a l’action seule de la Lune. 


Des hauteurs des mareées. 


I. J’ai considéré les syzygies équinoxiales suivantes : 


1807... gmars 23 mars 8 avril 2 septembre 16 septembre 1" octobre 


ASOS8ia. 9902) |» Does) LO 4 » 20 » 4 » 
43809... FS) To) 31 mars 9 » 93 » 9 » 
1810... 5 » 21 » Aavril © 13% * » 28 » 12 » 
USiAtee TO) 0) 24 » Sau) 2 » 17 » 2 » 
Woh es FUR) BY 28 » aes: 5 » 20 » 5 y 
iRshiat cee, Bh oy 17» TH by 10 » 24 » 10 » 
UST ier | 6. ©) Me 4 » 13 » 29 » 13 D 


J’ai pris dans les syzygies l’excés de la haute mer du soir sur la 
basse mer du matin, relatif au jour qui précede la syzygie, au jour 
méme de la syzygie et aux quatre jours qui la suivent. J’ai fait pour 
chaque année une somme des exces relatifs & chacun de ces jours, en - 
doublant les résultats correspondants a la syzygie la plus voisine de 
Péquinoxe, et qui est la moyenne des trois syzygies considérées dans 
chaque éguinoxe. J’ai obtenu ainsi les résultats suivants exprimés en 


metres. 
m m m m m m 
A SOW anes er 44,425 49,020 51,460 50,720 48,830 44,070 
TO foe crete niage 44,740 69,155 51,116 54,005 48,495 43,910 
ASO Peraet tetetane 44,495 48,530 50,910 51,145 49 ,305 44,910 
(Key), cane ne 46 366 49,910 51,686 50,371 48,069 42,890 
A SAA tary asietene 44,205 49,030 51,290 Hero 48,865 43,825 
TSAI sarees 43,210 48,448 Sai NS) 51,530 49,526 45,561 
AG Vebioveretinccsyene 45 , 317 49,071 51,043 50,7997 49,997 43,264 
NAS Ce ewO 44,219 48,651 50,553 50,707 48,791 44,708 
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Si l'on nomme f/, /, /’, /", f™, f*. les sommes des hauteurs 
relatives & chacun des six jours, et que l’on représente la loi de ces 


sommes par 


2, vl yp y ol 
Cia 6.6 os 


¢ étant le temps écoulé depuis la haute marée du soir du jour qui pré- 


cede la syzygie, l’intervalle de deux marées consécutives du soir étant 


pris pour unité, on aura les six équations de condition suivantes : 


Se 
eae: 
| a vl | pe / 
fy ae OS +¢ — af gM 
/¥ badd ra os ee 
Ee ee te lA =F ial 


Si l'on multiplie chacune de ces équations respectivement par le 


coefficient de ¢, ef que l’on fasse la somme de ces produits; si l’on 


fait des sommes semblables relativement aux coefficients de @’ et de 


¢’, ces trois sommes formeront les équations suivantes : 


9796 + 22506'+ 55¢’— S' + Gf" +o9f"+ 16 f+ 25 f”, 
225 +- a ah 5¢’= Si+ af" +-3f"+ 4frv+ oye 
55o + 15f' + 6" =f+f'+ i+ f"+ S°+ d ge 


Ces equations donnent 


pig 10(f-+-f"'—f'—f") ial Saf if aif) 


oe 
112 


eh. = 5G Asst &, mT EE ges J Jerre. GE 
=o 35 , 
aia bth ii oe dies ot Mites oP Athl oo l ix et. DD, 
aia 6 2 Bag 


Maintenant on a, le metre étant pris pour unité, 


Jf =356,977, f ss Or B85, 
Sf" =hog,570, f"=ho7,385, 
FF 391.2838» un f° =358, 138. 
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On trouve ainsi 
— 8,9446, 


C= 44,114, 
(A= 300, 820. 
> = 2 real Yu Su > oe 4 5 
Liexpression ¢27+ (z+ ¢’ ou (’— 7, + C(t+ -,) des valeurs de /, 
S ra 
J’, +--+, devient ainsi 
411™, 220 — 8™, 9446(¢ — 2, 46506)?. 
Exprimons par @’ la distance d’une haute marée du soir & J’instant 
de la syzygie, ¢’ étant supposé positif pour les marées qui suivent la 


syzygie, et représentons par « — 6¢ cette haute marée. La basse 
marée qui la précéde sera, d’aprés la loi de la pesanteur universelle, 


I \2 
Sa Ot a ae 
: ( ae 


V’excés de la haute mer sur la basse mer sera done 


Ainsi, en désignant par ¢ le nombre des syzygies employées pour 
former les valeurs de f, /’, ..., l’expression générale de ces valeurs 
sera 


F 16 ; iF 
a Die EAS ye EY | 
ca) 39 e( 5) 


Désignons par & la valeur moyenne des quantités dont les syzygies ont 
précédé, dans les observations précédentes, les instants des hautes 


marées du soir des jours mémes des syzygies, on aura 
w=t—i+k, 
On a vu, dans le quatrieme Livre de la Mécanique céleste, qu’il faut 


diminuer ¢’, d’une quantité constante que nous nommerons u; la for- 
mule (a) devient ainsi 


coe REO : 9 et PP 
nai — 3° —2i6(¢— 8 + uw). 


4S 


Cette formule doit coincider 


(5) ce 


/ 


on a done 


ce qui donne 
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avec celle-ci 


3 vr \2 

+¢(¢+5) 
¥ > b] 
g 25 


= g+k—u, 
% 9 
a Sek 
2F Sor 


En substituant les valeurs précédentes de @ et def, ona 


u —1,34096 + k. 


Dans les syzygies précédentes, le retard journalier des marées a été 


o),026736, en sorte que lintervalle pris pour unité est 1!,026736; 


on a ainsi, en parties du jour 


9 
1,3 


4096 = 1), 37682. 


La valeur moyenne & dont les syzygies ont précédé les marées du soir 


est o),10417; on a ainsi 


u = 11, 48099. 


Cette valeur differe peu de la valeur ,50724 & laquelle je suis par- 


venu dans le n° 24 du Livre IV de la Mécanique ceéleste. 


La comparaison des expressions (a) et (0) donne 
I 


‘? 
2t9 = 


8,9446, 


2ta == 4%, 359. 


Le nombre z des syzygies employées est ici égal a 64, en 


comptant 


pour deux les syzygies intermédiaires dont on a doublé les résultats. 


II. Pour que l'on puisse apprécier la régularité des résultats des 
observations des marées dans le port de Brest, je vais déterminer la 


loi de probabilité des erreurs dont la valeur précédente de 276 est 


susceptible, et pour cela je vais conclure cette valeur correspondante 
aux observations de chaque année. En désignant par f, /’, /”, ... les 
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hauteurs précédentes relatives & chaque année, j’exprimerai, comme 
ci-dessus, la loi de ces hauteurs par la fonction €2?+ (e+. En 
déterminant ensuite la valeur de ¢ par la méthode précédente, on 
aura celle de 276; mais, comme le nombre des syzygies employées 
dans chaque année n’est qu’un huitieme du nombre des syzygies 
employées dans les huit années, il faut, pour comparer cette valeur 
de 276 4 la précédente, la multiplier par 8. Je trouve ainsi : 


216 

m 
POUL eile ia lten coe ee sa neks 9, 15643 
DOS sas Gpces + nanrek& «0. c ae ese 8 98343 
ASU Dears ser ear ai tarstotaca itusyweeisies shahe 8, 43286 
NSU Scscreiciein 2 ie wate ace aches oa ac 8, 56071 
AS TA re iks conte ee ee eM aon eer e A: 9, 62071 
LSM oie srebis trae e hia cence eernc ® 2e\4 ais 9, 46958 
LUC ERG Gat OCS OA ORE OD Cree 9, 06g00 
ASLO Aas, AU 2 BEE: 8, 26386 


Le péu de difference de ces valeurs & leur moyenne 8,9446 montre 
la régularité des marées dans le port de Brest. Suivant la théorie que 
j'ai exposée dans le second Livre de ma Théorie analytique des pro- 
babilités, si ’on nomme ¢ la somme des carrés des écarts de chacune 
de ces valeurs, de la moyenne, et 2 le nombre des années, la proba- 
bilité d’une erreur w’ dans cette moyenne sera proportionnelle a l’ex- 
ponentielle 


n? m'2 


eo oe, 
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est lunité. Cette 
proportionnalité est d’autant plus exacte, que n est un plus grand. 
nombre; mais ici ce nombre est égal & huit. Le nombre total des ob- 
servations employées est beaucoup plus grand, et égal & 288; car le 
nombre des syzygies employées dans chaque année est six, et chaque 
syzygie a donné six observations. Ainsi l’erreur w’ de ¢ étant une fone- 
tion linéaire des erreurs de chaque observation, la probabilité de cette 
erreur sera, par le n° 20 de l’Ouvrage cité, proportionnelle 4 une ex- 
ponentielle de la forme e-*“’. On pourra déterminer & par le méme 
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numéro, au moyen des carrés des erreurs de chaque observation; mais 
on obtiendra sa yaleur d’une maniére beaucoup plus simple et suffi- 
samment exacte par le procédé suivant. 

Nommons a, a, a, ... les valeurs de ¢ relatives & chacune des 
huit années, et désignons par d la moyenne de ces valeurs ou la valeur 
def; w’ étant l’erreur de cette valeur, celle de la valeur a sera b—a+w : 
en supposant done que Verreur 7 des valeurs de @, a, ... soit propor- 
tionnelle & l’exponentielle e~*”, la probabilité de lerreur 6 —a-+w' 
sera proportionnelle a 


e—k(b—a+u')? 


Elle sera done égale a 
du’ Vk e—k(b—a+ u’)? 


en! 


fadu Vk e—k(b-a+u')? 


Vintégrale du dénominateur étant prise depuis u’=—oo jusqu’a 
u =x, ce qui donne y= pour cette intégrale, 7 étant la demi-circonfé- 
rence dont le rayon est l’unité. En effet, la somme de ces probabilités 
relatives & toutes les valeurs possibles de w’ doit étre Punité. La proba- 
bilité de ’erreur 6 — a + w’ est done proportionnelle a 


Vk e—k(b—a+u')? 


Pareillement 6— a+ w' est l’erreur de la valeur a, et la probabilité 
de cette erreur est proportionnelle a 


Vk e- k(b—al)-+u')? | 


et ainsi de suite. La probabilité des erreurs simultanées 6 —a-+ wu’, 
b—a'+uw’,... sera done proportionnelle au produit des probabilités 
de ces erreurs, produit égal a 


n 
k2 ek U(b-a+u')?+(b—alt)-4-u')34...] 


ou a 


n 
ke e—k(6—4)?+(b+al!))2—...] —nku'? 


La probabilité de & sera proportionnelle 4 l’intégrale de cette fonction 
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multipliée par dw’ et intégrée depuis u’= — x jusqu’a w’ infini; en dé- 
signant done par ¢ la somme des carrés (6 — a)?, (b—a'")?, ..., cette 
probabilité sera proportionnelle a 


n—1 


,» 2 ee, 


L 


La valeur de & qwil faut choisir n’est pas, comme plusieurs géometres 
le pensent, celle qui rend la fonction précédente un maximum : elle 
est, comme je l’ai fait voir dans le n° 23 de ma Théorie analytique des 
probabulitées, la moyenne des produits de chaque valeur de & par sa pro- 
babilité; cette valeur est done 


n+14 
Doe feo gen! 


“Poni 4 
dis k ? ek dk 


les intégrales étant prises depuis £ = 0 jusqu’a & infini. L’intégrale du 


numerateur est 


n-+1 


re = 
k 2 eke a si — ; 
= = k* dke-*, 

g 2€ 


et elle se réduit a son second terme. La valeur de & qu'il faut choisir 
m+! . . Ory : . aX 
est done ——; ainsi la probabilité de w’ étant, par ce qui precede, 
c 
proportionnelle ae“, elle sera proportionnelle & 


nin+1) 


— ——— Ut 


e 2 


et par conséquent elle sera 
aie n(n+ 1) ie eet u' 
2€ 
Vr 


En prenant l’intégrale du numérateur dans des limites données, on 


aura la probabilité que la valeur de @’ sera comprise dans ces limites. 
Dans le cas présent, on a 


n==8 et e = 1,6672. 
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La probabilité d’une erreur w’ est done proportionnelle a 


e271, 59381 u's 


Le coefficient de — w? ou du carré de Verreur, pris en moins, est ce 
que je nomme poids du résultat, parce que, les mémes erreurs deve- 
nant moins problables lorsque ce poids augmente, le résultat pese 
plus, si je puis ainsi dire, vers la vérité. Si l’on désigne par P ce coef- 


ficient, et si l’on fait wv’ VP =2, la probabilité que l’erreur w’ sera com- 
. wis T , . 
prise dans les limites = 7p sera égale a 
> 


2 [edt 


ve 
lintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ = T’. 

En formant done une Table des valeurs de cette formule, correspon- 
dantes aux diverses valeurs de T, on aura la probabilité que erreur 
du résultat sera comprise dans des limites données. M. Kramp a formé 
une Table des valeurs de l’intégrale fa e", prise depuis ¢ = T jus- 
qu’ ¢ infini; il est facile d’en déduire celle dont je viens de parler. Je 
trouye ainsi ree pour la probabilité que l’erreur est comprise dans 

OV, 
les limites = o™,5, et x3 pour la probabilité que cette erreur est com- 
prise dans les limites = 0”, 25. 

On déterminera facilement la probabilité des erreurs dont la valeur 
précédente de 27% est susceptible, en observant que cette valeur est 
tres peu différente de la somme des hauteurs des marées /, /’, ... di- 
visée par 6, et & laquelle on ajoute le sixiéme du produit de 276 par la 
somme des carrés des fractions — 3, —3, —+, +4, +2, +4; car le 
maximum des marées tombant & peu prés au milieu de l’intervalle 
qui sépare les marées extrémes, il est clair que, en ajoutant a chacune 
des valeurs de f, /’, ... le produit de 276 par le carré de la fraction 
qui lui correspond, on aura six valeurs de 27a; le sixiéme de la somme 
de ces six valeurs sera donc Ja valeur moyenne de 2¢a. Cette valeur 
moyenne est ainsi le sixiéme de la somme des valeurs de ert soesteins 
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plus le produit de 276 par #3. De la il est aisé de conclure que l’on aura 
la valeur trés approchée de 27a, relative & chaque année, en multi- 
pliant par 1+ +4 la somme des six hauteurs des marées qui lui sont 
relatives, et en ajoutant a cette somme le produit de * par la valeur 
précédente de 276, qui correspond a cette année. On trouve de cette 
maniere 


20a 

mh 
ASO0 ar ATS. Sei eS Re 411, {06 
LSOS create etches toe ee ons 410,763 
Z ROSNY Naar ASE eaeae eke Aare cians re er ae 410,323 
CSUR ap cracrsostecrpoe ec aa sal sete eke ae ase 410,692 
eh Cerna eed SNCS or hi te eee 412,493 
dod Re Aas Aa CPA PIR UAC Rr G®, avatar br are 414,003 
SAS eaten ett ler tonite cite he cee ee 412,383 
WoW 8 oie Cras Cw OCIA SAAS 407 ,607 


La moyenne de ces valeurs est 411™,209; la valeur de 2¢ est ici 
50,1954, ce qui donne le poids P égal & 1,4344; en sorte que les er- 
reurs également probables des valeurs de 276 et de 27% sont dans le 
rapport de 1 a 3,88. 


Hl. Vai considéré de la méme maniére les syzygies solsticiales sui- 
vantes : 


1307) 0 jul 20 juin 5 juillet 15 décembre 29 décembre 

1808... 13 janvier 8 » 24 juin 7 juillet 3 » 17 décembre 
4809... I » 1 27» Il » 7 .) oI » 

AST Orr » 2 » 17 » t » 10 » 26 » 
1ST tee O » 6 » 20. » 6 » 15 » 29 » 
ASAD ay 9 » 24 » 8 » 4 » 18 » 
4813... 2 » ™4 » 28 » ney 19) 9 » 22 » 
14814... 6 » 3 » D7» 2 > II » 26 » 
ASA LO » 


J’ai fait, comme ci-dessus, les sommes des exces des hautes marées 
du soir sur les basses marées du matin, du jour qui précéde la syzygie, 
du jour méme de la syzygie, et des quatre jours qui la suivent, en dou- 
blant les résultats relatifs 4 la syzygie intermédiaire dans chaque sol- 
stice. J’ai obtenu ainsi les résultats suivants : 

OEuvres de L. — Xl. 62 
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m m m m m wm 
NT. cease 41,030 43,040 64,745 45,550 43,830 41,843 
1308). J 3.25. 41,365 44,260 46,075 45,920 4& 877 42,405 
S900 aE wend: 39,762 43,180 45,620 46 ,020 44,875 41,820 
LO Cece ce 4 ,957 45,247 46,574 46,676 44,969 40,998 
Sob Mire kad 5 40,695 44,163 45,559 46,111 45,140 43, 282, 
BRAD 58 cteeges 42,059 44,690 45,927 45,642 43,725 40,910 
ISAS Ves sin 41,736 44,164 45,822 44,860 a5 07 39,771 
INES Soe 40,068 $3,937 15,782 45,276 43,964 AY, 124 
L’ensemble de ces hauteurs donne, en metres, 
J == 346,077, J = Neal, PO OOELOus 


f” = 366,055, f= 354399, Fs S558} 
on trouve ainsi 
¢ = — 5,92730, G'=— 30,0000, ep acr O50. 
et ’expression générale Cc? + Cz + (’ des valeurs de f, /’, ... devient 


367,375 5,92730 (t aa 2556709 , 


ce qui donne 
216 = 5,92730, 


2ta = 367,468; 


on a, comme dans le numéro précédent, 


=—t+k—u, 


ce qui donne 
u=1,4317 +k. 


Dans les syzygies des solstices, le retard journalier des marées est 
0,028076, en sorte que l’intervalle, pris pour unité, est ici 11,028076; 
on a ainsi, en parties du jour, 


1,4317 = 1), 47193. 
Dans les syzygies précédentes, on a 


k = 0),14166, 
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ce qui donne 
“w= 15,6136. 


Cette valeur de w surpasse un peu celle du numéro précédent, donnée 
par les syzygies équinoxiales. 

La difference des valeurs de ¢ indique, avec une extréme probabi- 
lite, influence des déclinaisons des astres sur cette valeur. Pour le 
faire voir, déterminons la probabilité des erreurs de ¢. Les valeurs 
de ¢, multipliées par 8, sont pour chacune des huit années : 


276. 
Tp ee Ria cnt ai “SOR TED 4,81914 
ISU Shek a bok As vane nae 1.36 MHL 5 46672 
ASU Oe eines tence mils mis anata 6,67071 
ASO Bec pete cera Y Shs eke eer haps ot 6, 92014 
AA eke tye aes, oases sro) aeeieganas catets cre 5, 15686 
MS TDANK, theres EEN Shai c Sele Serine, Ketel 5 69228 
ASAE ER. Fetes sla wakes sated okey, Gaye sheus 6, 10200 
Sb Ce ee ee ere rey a Pr 6, 59614 


Le peu de différence de ces valeurs 4 la moyenne 5,927 est une nou- 
velle preuve de la régularité des marées dans le port de Brest. La 
somme des carrés des différences de chacune de ces valeurs a& la 
moyenne est ici 4,1206. On trouve ainsi, par les formules du numéro 
précédent, la probabilité que l’erreur de la valeur moyenne est w’, 
proportionnelle a Cee 
ou le poids P de la valeur moyenne 5,927, égal a 8,7366; d’ot l’on 
conclut la probabilité que erreur est comprise dans les limites = 1™, 
égale a 


ree . ° ° pe . : 
La probabilité qu’elle est comprise dans les limites += — est égale a 


26,32 
27,32 


Si l’on forme, d’apres la méthode du numéro, précédent, les valeurs 
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de 27x, d’annee en année, on aura 
2rd. 

9807 oe < tn ge dg Sita ORR a see ae 360,752 
BEST PSee eee ce AC Re ce nee 369,147 
| | on? oe ek eee 367,825 
SP oa Pa Soe Ae ey ot 375,411 
RT OR PR Oe Se 368 , 308 
1S8 hn. cree gees ce eh eee aoe 367,207 
CE: Ran net ae eS Ee 364,078 
DON a cwie rinse erent use nete see One 366, 106 


La moyenne de ces valeurs est 367,354. La valeur de 2¢ est ici 230,322, 
ce qui donne le poids P égal & 0,31275; ainsi les erreurs également 
probables dans les yaleurs de 276 et de 2¢« sont ici dans le rapport de 
1 25,2854. 

Dans les: syzygies équinoxiales, la valeur moyenne de 276 est, par 
ce qui précede, égale a 8,9446. Elle surpasse la précédente de 3,073. 
I! est done extrémement probable que cette difference n’est point 
l'effet du hasard. Pour avoir cette probabilité, nous observerons que 
la probabilité d’une erreur wv dans la valeur de 276 relative aux 
équinoxes est proportionnelle & ee """", et que la probabilité d’une 


— 8, 7366.1"? : la pro- 


erreur uw’ dans cette valeur relative aux solstices est e 
babilité des erreurs simultanées w’ et wv’ est done proportionnelle a 
Pu? — Pu"? 


l’exponentielle e , en faisant 


P = a1, 5931, P's 87366. 
Si lon fait uv’ = w — ¢, l'exponentielle précédente prendra cette forme 


—(P+P')(u'— 


Pt ¥ Pp’ 
e 


————— f 
P+P 


On aura une quantité proportionnelle a la probabilité de ¢, en mul- 
tipliant cette exponentielle par dw’ et prenant Vintégrale depuis 


w= —e jusqu’a uw =x. Cette probabilité est done proportion- 
nelle a 
Pr 
Po ae 


Le poids de la difference 3,0173 des valeurs moyennes de 276 est 
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PP’ sigive) 2S i 3 othe : 
done 5p? qui devient ici 6,22285. On trouve ainsi la probabilité 


que l’erreur ¢ est hors des limites + 3,0173 égale & une fraction dont 
le numérateur est l’unité, et dont le dénominateur surpasse 4 suivi 
de vingt-cing zéros. On ne peut donc pas douter gue la différence 
observée entre les valeurs de 276, relatives aux solstices et aux équi- 
noxes, ne soit l’effet d’une cause spéciale qui diminue cette valeur 
dans les solstices. 

La méme cause est indiquée avec une probabilité plus grande 
encore par la différence des valeurs de 27a, relatives aux équinoxes 
et aux solstices, différence égale & 43™,855. Le poids de cette dilfe- 


rence, par ce qui précede, est il devient, en substituant les 


P . 
P+-P” 
valeurs de P et de P’ relatives aux valeurs de 27%, 0,25675, d’ow il 
suit que les erreurs également probables des différences relatives aux 
valeurs de 276 et de 2¢ sont entre elles comme 1 a 4,9231. La diffe- 
rence observée 3", 0173 des valeurs de 276 répond ainsi a 15™ environ 
de différence entre les valeurs de 27a, différence beaucoup moindre 
que la différence 43,855. La cause dont il s’agit est donc a Ja fois indi- 
quée par les hauteurs des marées dans les équinoxes et dans les sol- 
stices, et par les lois de leur variation, avec une extréme probabilite 
qui ne laisse aucun doute. On peut observer ici que le poids précédent 
de la différence 43,855 des valeurs moyennes de 27, relatives aux 
syzygies des équinoxes et des solstices, est aussi le poids de leur 
somme 778™,563, comme il est facile de le voir. On aura, d'une 
maniére plus approchée, le poids de la différence 43™, 855 en formant, 
pour chaque année, la difference des valeurs correspondantes de 2¢z, 
relatives aux équinoxes et aux solstices. Voici le Tableau de cette dif- 


ference: 


m 


SOTA MAM Rae ans Sob norris a it terete a ahs 50,654 
ROTO ToN cre. ry bee eeantoes Y Tae iar See Ache RA Ca 41,616 
SOO ante ce cease eitis pele eae hasta s)axe eyo. 66 42,498 
ASLO ie eetinass Soc Wht wuathhoge PMG ay stoncbe Gals uae 35,281 
DSi lee eee cole «Gomer ees 44,185 
| ROL estat neg Porte act Ae are ORS BOR DISE Ra 46,796 
AEN HS 3 7 EO RENE RCS cy A OREO 48,305 


Heo be. Fe ela toe Eco err Fars AOR ae 41,501 
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La movenne de ces yaleurs est 43™,855. En formant la somme des 
carrés des différences de cette moyenne & chacune de ces valeurs, on 
aura 

2¢ — 361,390, 

ce qui donne le poids P de cette moyenne égal & 0,22403. Il est un 
peu moindre que celui que nous venons de trouver, ce qui tient a 
ce que le nombre d’années que nous ayons considéré n’est pas fort 


grand. En adoptant ce poids, on trouve que la probabilité d'une 
erreur égale & + 3™, 9054 est inférieure & ——- 
ate ee 7904 “ 223,6 


IV. J’ai considéré d’une maniére a peu prés semblable les quadra- 


tures équinoxiales suiyantes : 


1807... i mars 17 mars 30 mars 8 septembre 24 septembre 8 octobre 
$OUBT 406 5.! <a 19 » 4avril 13 » 26 » 12 » 
1809... 8 » af » 7 » ee » 16 » Da ey 
OIG. s 1S » 28» Ey. Va 6 » 20 » 5 » 
ob ee ie 7 31 mars 9 » 25 » 9 » 
IAS. 5 1 Op Ig » 4avril 13 »* a7 » ns) » 
iSISs.3 9.41 25» 7 » ‘ » 7 » 2 » 
1814... 14 } 28» 12 » , » 21 » 6 v 


J'ai pris l’exeés de Ja haute mer du matin sur la basse mer du soir, 
relatif au jour meme de la quadrature et aux trois jours qui la suivent. 
Je n’ai pas considéré six jours, comme je l’ai fait relativement aux 
syzygies, parce que, la variation des marées quadratures étant plus 
rapide que celle des marées syzygies, la loi de variation, proportion- 
nelle au carré du temps, ne pourrait pas, sans erreur sensible, com- 
prendre un intervalle de six jours. J’ai fait, pour chaque année, une 
somme des exces relatifs & chacun des quatre jours, en doublant les 
résultats relatifs & la quadrature intermédiaire des quadratures con- 
sidérées dans chaque équinoxe. J’ai obtenu ainsi les résultats sui- 
vants : 


ET LE REFLUX DE LA MER. 495 


mi m n m 
LCT UA a ape ean 25,130 20, 100 20,180 26, 106 
8TH re Whee aa Pa are 26,770 20,950 20,935 26,304 
TSUG meer. shirts 26,130 21,400 21,130 25,280 
ASNT Mets erat srs seis 24,432 20,584 PH ay his 26,858 
Rep WC See eioren ere 26,055 21,440 21,130 26,185 
ASAD es cave Sines ay 26, 896 21,500 20,625 26,717 
2 Ro Ras ane die sae 25,437 20,341 20 , 682 25,917 
ASIA S Sih ARI 23,808 "19,907 19,930 25,944 


Si Pon nomme f, f’, f’, /” les sommes des hauteurs relatives a 
chacun des quatre jours et que l’on représente la loi de ces sommes 


par 

C+ Ce + Ol, 
¢ étant le temps écoulé depuis la haute marée du matin du jour de la 
quadrature, Vintervalle de deux marées quadratures du matin étant 
pris pour unité, on aura les quatre équations de condition suivantes : 


Ae all 4 
co neh akg Ee 
Ac atl + cee ye, 
Gtr oC 4 Cie fm 


Si on multiplie chacune de ces équations respectivement par leurs 
coefficients de ¢, et que l’on fasse une somme de leurs produits; si 
Von fait les sommes semblables, relativement aux coefficients de @ 
et de ¢’, ces trois sommes forment les équations suivantes : 


gS +360 +140 fA +9f", 
366+ 1404 60! S'+2f"+ 3", 
4e+ (Oya! ae 4(=—f+/f'+ f'+ i Ai 


Ces équations donnent 


ph. foe 
— 7 2 


4 

fof pep) +a f—f) +4 sf) 
c= 10 ; 
Wiese S+fisf' +f" 3 ! Z 
Ss Sik Tae aco et 
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Maintenant ona 
f=204",658, f'—166,022, f" = 166", 327, PPO, FEE 5 
ce qui donne 
¢= 20",005, ¢’ =— 5g”, 0686, ¢” = 204", 7649. 
L’expression C2? + (Ve + @ deyient ainsi 
(a) 161™,162 + 20™,005(¢ —1,47635)*. 


Nommons @’ la distance d’une haute marée du matin a l’instant dela 
quadrature, et représentons par « + 62? cette haute marée. La basse 


1 2 
—a— 6(v+ *) ; 
2 6 


"exces de la haute sur la basse mer sera donc 
26 1\2 

ca’ 24+ +26(t/+ 5). 

e) 64 ( 3) 


Nommons # la yaleur moyenne des quantités dont les quadratures 


mer qui la suit sera 


ont suivi les hautes marées du matin, et désignons, comme ci-dessus, 
par w la quantité dont le maximum et le minimum des marées suivent 
respectiyement la syzygie et la quadrature; on aura 


(ee eal 17 


La formule (@’) devient, en la multipliant par le nombre ¢ de quadra- 
tures considérées, 


Cette formule sera l’expression des valeurs de /, /’, .... En la compa- 
rant a la formule (a), on aura 
Kou 3 = 1,47635, 


ce qui donne 
u —=1,60135 — k’, 
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‘3 ; i Pe acters ney 

L’intervalle pris pour unité est ici 1,056223. En multipliant done 
p : 

1,60135 par cet intervalle, on aura ,6914. D’ailleurs, la valeur de 

A’ relative aux quadratures précédentes est o/,1937. On aura donc 


ainsi 


ce qui différe peu de la valeur 1/,5378 donnée par l’ensemble des 


syzygies. On a ensuite 
216 = 20,005, 


21a = 160", 850. 


Déterminons présentement la probabilité de la valeur de f ou de 226. 
Ces valeurs, relatives 4 chacune des huit années et multipliées par 8, 


sont: 

276. 

m 
USO) ceva coveted cet s 3's eaten rote) 5 21,912 
ESOS Le vaa et esas cases ee en Te 22,378 
1 BSUS en! Cale See inane: SPREE ere ue Stee 17,760 
1810 260. c eee e cece cece eee e eee 17,982 
ASAT Bceyacvevetarss petra eats viaie a.e a aes eats {9,340 
Z NOW BU etna tiny Siren 8 Bes Coenen CPE Bens oie 19,776 
SUS orotate rsicavetoreiacne alaletes Seater rate sy cace 4 20,662 
AS MOY 208 eins ca teal bon aati ea Causa 20,230 


La somme des carrés des différences de ces yaleurs & la moyenne 
20,005 est 19,3770; il est facile d’en conclure que le poids P de cette 
moyenne est 1,85787, le metre étant pris pour unité d’erreur. On 
trouve ainsi la probabilité que l’erreur de cette valeur moyenne est 


; Seay : Foto “rege 
comprise dans les limites + 1™ égale a wis : la probabilité que cette 
? 


: ses 838 
erreur est comprise dans les limites = 2™ est Tat 


On aura, a tres peu pres, la valeur de 2z¢~ en diminuant les valeurs 
de f, f’, f’, f”, respectivement du produit de 20,005 par les carrés 
des fractions —?, —+, 4, 2, ce qui donne 2za égal au quart de la 


2? 29 2? 


somme de ces quatre valeurs, diminuée du produit de 20,005 par > ou 
2 161,173. De 1a il est aisé de conclure que l’on aura la valeur fort 
approchée de 2a relative a chaque année, en faisant une somme des 
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1807... 
{808... 
1809... 
4840... 
iaiie.; 
isi? : 
1813.4: 
1814... 
{8is5... 
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quatre valeurs de f, f’, /”, f” correspondantes a l’année, en doublant 


cette somme et en lui ajoutant > de la valeur de 276 relative & Ja méme 


année. On formera ainsi le Tableau suivant : 


aia, 

m 
BOT tan Noten anhreeunsiw ae ee ovis ota 155,642 
BOARS Srereeiert nic vaitateaneasis noc Geen Ets 161,946 
TOUS. Ce EEN RR Cee rane ay. hs 165,680 
SBI Bors cote GpoOR inte vs Rist crenterety secre 164,700 
RSNA o8 wee kote n emw 5 quate asta 165,445 
RSIS Tre, Cian his Snes ae ee rte aoe 163,546 
ABTS ais ix anes Cea bre eI cia te 158,925 
MSAD DS ou te nun are sae aes annie ieee 153,490 


On trouvera ici 


2¢— 303,812, 


le poids P de lerreur de la valeur moyenne 161,173 est donc 0,23699, 


dou il suit que les erreurs également probables des valeurs moyennes 


de 276 et de 27a sont dans le rapport de 1 4 2,80. 


V. J'ai considéré les quadratures solsticiales suivantes : 


13 juin 
5 janvier 


rt juin 
2 janvier 


28 juin 12 juiliet 6décembre 22 décembre 


» 15 juin 1 juillet 10 » 24 décembre 
» 20 » 4 » 13 » 29 » 

» 25, ¥ 9 » 3 » 19 » 

» 2 » 12 » 6 » 22 » 

» 16 » I » iI » 25 » 

Son) QE Tap ) » I » 14 » 

»  rojuillete 4 décembre 19 » 


30 décembre 


J'ai pris, comme dans les quadratures précédentes, l’excés de la 
haute mer du matin sur la basse mer du soir, relativement au jour 


méme de la syzygie et aux trois jours qui la suivent. J’ai fait, pour 


chaque année, une somme des exces relatifs & chacun de ces jours, 
en doublant les résultats relatifs & la quadrature intermédiaire entre 
les quadratures considérées dans chaque solstice. J’ai obtenu ainsi 
les résultats suivants : 
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m m m m 
TSO Tico hsteteet ries 28 ,720 26,495 25,310 Dg DNs 
SSOS ie, sashes 28 , 830 25,780 sold oy oY ei 
AS09i ae he oe 28,985 26,872 25,154 26 ,798 
LEST es eee ee BE 29,817 26,217 26,655 28,261 
Lh . See, A 29,319 26, 458 25,999 28 008 
ESO, hart oeceeee- 28, 108 25,818 25 ,820 27,711 
AST Sie cages 26 585 24,909 26,235 28,685 
PONE ics occas 27,196 24,431 25,446 28 , 383 


L’ensemble de ces hauteurs donne, en métres, 
f= 227, 506, J = 200",086, == 1090" 00K, J*>aas™ rab, 
dot lon tire 


Cog aus, ¢’— — 29”, 3198, Keema yy gery ETT y F 
L’expression Cz? + Ce + % devient ainsi 


204™,0917 + 9”, 203(¢ —1,5929)?, 


ce qui donne 
215: | 97,203; 


2th: == 203",048 5 
on aura ensuite, comme dans le numéro précédent, 
ki + u=1,5976 + 4. 


L’intervalle pris pour unité est ici 1),04796, et la valeur de #’ relative 
d ces marées quadratures est o!,20972, d’ou l’on tire, pour la quan- 
tité w dont le minimum de la marée suit les quadratures solsticiales, 


u = 1), 5907. 


Les marées quadratures équinoxiales ont donné, pour uw, 1), 4977; les 
marées syzygies équinoxiales ont donné 1!,4810; les marées syzygies 
solsticiales ont donné 1/,6136. La moyenne de ces valeurs est 


w= 13,5458. 
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L’ensemble des syzygies anciennes m’a donné, dans le Livre IV de la 
Mecanique céleste, 
u —1),56445; 
la différence est insensible. 
Déterminons la probabilité de la valeur de ¢ ou de 276. Ces valeurs, 
relatives & chacune des huit années et multipliées par 8, sont: 


i 216. 
m 

11 COE er pea er ance ica 8, 100 
ASUS Cac ons vane utente cer 9,840 
ASUGEE cette Sune hyo aes it each: 7,014 
CSTD ois ion Oh hoon eee aCe eae 10,412 
ABET he wale erator ecg Shes ctenie ani ns 9,740 
BRED is awe icp eeaON ee tah neers 8,362 
ROS an BA Kw ieln wih Mn nr See RAN Go 3.259 
ROR Ais cad x wincenrets ence acess nets 11,404 


La somme des carrés des différences de ces valeurs 4 la moyenne 
9,203 est 12,6813; on trouve ainsi le poids P de la valeur moyenne 
égal & 2,83882, d’ot il est aisé de conclure la probabilité que l’erreur 
27,29 Ta 


58,23 
probabilité que cette erreur est comprise dans les limites +1™,5 est 
2839 


de cette valeur est comprise dans les limites = 1™ égale 


2840 
On aura, a tres peu pres, les valeurs de 2c par la méthode du nu- 
méro précédent; j’ai formé ainsi le Tableau suivant : 


2G. 
i003 04, 1.00 PROG ASR 205,195 
WE ae oat. sett R Senet tacts teem Rte 2.02, 040 
LOUD » nits sale vain. + Prd peels ria s ely 2.06 , 2.26 
DOR ira re ticle ioe aa oes ieee aa 208,885 
EDTA emir tac Aner er Cees eaeree as 207 , 393 
ABAD as mney ie Su nip annie hs emis hes 204,461 
SBS tes Es | LS. Fate es ee 202,513 
24 OS ey ee yc) UPR cok one 196 ,657 


La valeur moyenne est 204,171; on aici 


2€ = 223,406; 
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dou l’on conclut le poids P de l’erreur moyenne égal a 0,32228. Ainsi 
les erreurs également probables des valeurs de 276 et de 27 sont 
entre elles comme 1 & 2,9679. 

La difference moyenne des valeurs de 27a, relative aux quadratures 
des solstices et des équinoxes, est 42™,998; on trouvera, par ce qui 
précede, le poids P de cette différence égal & 0,13656. C’est aussi le 
poids de la somme 365,345 de ces valeurs. De 1a il suit que la proba- 
bilité d’une erreur négative, égale ou supérieure & + 2,5983, est 


I 
11,4564. 

Maintenant, si l’on compare ces valeurs de 27a, leur différence 
montre avec évidence l’influence des déclinaisons des astres sur ces 
marées. Cette influence est pareillement indiquée avec une extréme 
probabilité par les valeurs de 276; celle qui est relative aux marées 
quadratures équinoxiales s’éleve 4 20™,005, tandis que la valeur rela- 
tive aux marées quadratures solsticiales n’est que de g”, 203. D’apres 
la probabilité des erreurs de ces valeurs, déterminée ci-dessus, on 
voit qu’une erreur de g™ dans chacune d’elles est inyraisemblable, et 
qu’il est par conséquent impossible de les faire coincider. 

Les valeurs de 27% et de 276, relatives aux marées syzygies et qua- 
dratures dans les équinoxes et dans les solstices, sont les résultats des 
observations, les plus propres a vérifier la théorie de ces phénoménes, 
fondée sur la loi de la pesanteur universelle; mais, avant que de les 
comparer a cette théorie, je vais les comparer avec les résultats sem- 
blables que j’ai déduits, dans le Livre IV de la Mécanique celeste, des 
observations faites 4 Brest un siecle auparayant. 


VII. Les résultats de ces observations anciennes sont relatifs a 
vingt-quatre syzygies et & vingt-quatre quadratures, tandis que ceux 
des observations modernes se rapportent & soixante-quatre syzygies et 
4 soixante-quatre quadratures. Il faut donc, pour comparer aux résul- 
tats anciens les résultats modernes, diminuer ceux-ci dans le rapport 
de 3 a 8; on aura ainsi : 
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Observations 


anciennes. modernes. 


Syzygies Equinoxiales. 


m m m ” 
BS ROE Re Fes aacte ten weiss 154,260 150,235 
ROG ib oka wes dx dati eens 33542 3, 1623 


Sysygies solsticiales. 


Ce Po AA RAIA Dc PESTA 137,766 NSO Oe 
BOG roe ws cece wekecgeeae t 92,2227 1,9451 


Quadratures équinoxiales. 


AAC RUS 2913 RU 60,319 58,033 
BOGAN ks ocetaecwelkicg 75019 7,495 


On voit, par l’inspection de ce Tableau, que les résultats des obser- 
vations modernes s’accordent ayec ceux des observations anciennes 
aussi bien qu’on peut le désirer, vu surtout la petite difference que 
doivent y produire les déclinaisons de la Lune, plus grandes aux 
époques des anciennes obseryations qu’aux époques des observations 
modernes. On voit encore que les yaleurs de 2¢a indiqueraient des 
marées plus fortes maintenant qu’au commencement du dernier siecle 
denyiron ;*, sil’on était bien certain de l’exactitude de la graduation 


de échelle qui a servi aux observations anciennes. 


VII[. Comparons maintenant les résultats des observations avec 
ceux de la théorie de la pesanteur universelle. J’ai donné, dans le 
Livre IVY de la Mécanique céleste, les formules nécessaires A cette com- 
paraison; mais je vais ici reprendre cet objet par une nouvelle ana- 
lyse. Ma théorie des marées, exposée dans le Livre cité, repose sur ce 
principe, savoir, que l’état d’un systéme de corps, dans lequel les con- 
ditions primitives du mouvement ont disparu par les résistances qu'il 
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éprouve, est périodique comme les forces qui l’animent. Ce principe, 
combiné avec celui de la coexistence des oscillations tres petites, ex- 
plique, d’une maniere singuligrement heureuse, tous les phénoménes 
des marées, indépendants des circonstances locales. Les forces pro- 
ductrices de ces phénoménes, relatives & l’action d’un astre L, sont, 
comme on le voit dans le n° 16 du Livre IV de la Mécanique celeste, 
exprimeées par les différences partielles de la fonction 


é; =) oe : 
(a) 53 Lsine cos 4 4+- cos¢ sin§ cos(nt+ 0 — v)]?, 


en désignant par L la masse de l’astre, par r sa distance au centre de 
la Terre, par ¢ sa déclinaison, par / son ascension droite comptée de 
intersection de son orbite avec l’équateur, et par 9 sa distance angu- 
laire & cette intersection : nt + est l’angle horaire de cette intersec- 
tion et 9 estle complément de la latitude du port. Soit ¢ ’inclinaison 
de Vorbite a l’équateur; on aura, par les formules de la Trigonomeétrie 


sphérique, 
sing = sinesing, 
9 


cosy sind = cose sing, 
cosy cos) = cosg, 
cos*y = 4(1-+ cos’e) + } sine cos29, 
cos? sina = cose sin29, 


cos?” cos2 = ¢sin?e + $(1 + cos?e) cos29. 
La formule (a) devient ainsi 


Bal: 


2 re 


[4 cos?@ sin?e + + sin?4(1 + cose) — }sin®e(cos?9 — 4sin?4) cos2¢] 


5 ee : ; 
van sin 9 cos @[ sine cose sin(rtl + w) 
— }sine(1 + cose) sin(zt + w — 29) 


+ }sine(I— cose) sin(nt + w + 29)] 


S Lees € 
+ 7 sint| cos = cos(2nt + 20 — 29) 


ie 


ie : 
+ sin* : cos(2né+ a+ 29) + sin’ cos(2nt + 20). 
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Si, comme nous l’ayons fait, on ne considére dans les observations 
des marées que l’excés d’une haute mer sur l'une des deux basses 
mers yoisines; si, de plus, on prend ces exces en nombre égal dans 
les syzygies et dans les quadratures des équinoxes du printemps et 
d’automne, et des solstices d’hiver et d’été; enfin, si, comme nous 
l’avons fait encore, pour détruire l’effet des variations de la parallaxe 
lunaire, on considére les trois syzygies ou les trois quadratures les 
plus voisines de l’équinoxe ou du solstice, en doublant les observa- 
tions relatives A la syzygie intermédiaire, les résultats de l’observation 
ne dépendront que des inégalités relatives aux angles 2nt+ 20, 
2nt +20 —29, 2nt+2w + 29, inégalités dont la période est d’en- 
viron un demi-jour, et dont les deux premieres sont, dans nos ports, 
beaucoup plus grandes que toutes les inégalités des marées. sin‘ Je est 
un coefficient toujours trés petit dans les observations que nous avons 
considérées et au milieu desquelles l’inclinaison de l’orbe lunaire a 
l’équateur est parvenue & son minimum. On peut done négliger le 
terme que ce coefficient multiplie, et alors les flux partiels, dont les 
périodes sont d’enyiron un demi-jour, dépendent des termes 


Shi: ne a3 Fae ; 
— sin*9cos*— cos(2nt +20 — 29) + >— sin?@sin’e cos(2nt+ 20). 
4r 2 ce go 


Ces termes produisent, comme on l’a yu dans le n° 7 du Livre IV de la 
Mécanique céleste, deux flux partiels que l’on peut représenter par 


iL : é IE, . 
A= cos* ~ cos(2nt—2mt—2))+4B =) sin*e cos(2nt— 2y), 


mt tant le moyen mouvement de l’astre L dans son orbite, A, B, A et 
y sont des constantes dépendantes des circonstances locales du port. 

Ces deux flux sont les mémes que ceux qui seraient produits par 
deux astres mus dans le plan de l’équateur, 4 la distance r du centre 


- , s € . 
de la Terre, et dont le premier, représenté par Lcos‘-, aurait le 


meme moyen mouvement que l’astre L dans son orbite et passerait en 
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meme temps que lui par l’intersection de cette orbite avec le plan de 
l’équateur. Le second astre, représenté par $Lsin*e, correspondrait 
constamment au point de cette intersection. Le maximum des hautes 
marées de l’astre L a lieu vers la conjonction ou l’opposition des deux 
astres fictifs, lorsque la haute mer du premier coincide avec celle du 
second. Le minimum des hautes marées a lieu vers les quadratures 
de ces astres fictifs, lorsque la haute mer du premier coincide avec la 
basse mer du second. Ce maximum et ce minimum donneront donc le 


rapport de leurs actions et, par conséquent, la fraction = Si cette frac- 


tion surpasse lunité, action de lastre L est augmenteée par les cir- 
constances locales et par le mouvement md de l’astre dans son orbite, 
ce dont j’ai fait voir la possibilité dans le n° 18 du Livre IV de la 


r . , € y . . E . 
Mécanique celeste; cos‘ - est égal & cose +sin'—. Sans l’'accroissement 
di au mouvement de l’astre fictif L cos‘ => la hauteur de la mer qu'il 


produit serait, en négligeant sin‘ =; 
2 
L = 5 
B— cose cos(2né — 2mt — 2h). 
FS 


L’accroissement en hauteur de la mer, di au mouvement de lastre L, 
est done 


(A — B) 2 cose cos(2né —2mt— 2h), 


ce qui est conforme au n° 20 du Livre IV de la Mécanique celeste, en 
observant que B est ce que nous avons nommé 2P dans le numero cite, 
et que (A — B) cose est ce que nous avons désigné par 


—4mPQ cose. 


Supposons maintenant que les quantités L, r, m, A, e, A et y se 
rapportent au Soleil, et marquons d’un trait les mémes quantités rela- 
tives 2 la Lune; on aura, par l’action réunie de ces deux astres, et en 
n’ayant égard qu’aux inégalités dont la période est d’environ un demi- 
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jour, la hauteur de la mer au-dessus de son niveau, due a l’action du 
Soleil et de la Lune, égale a 


L é | pore 
Ass cost — cos(2nt— amt —2h) + 5B sin’e cos(ant— 27) 
L’ e! re 
+A'S5 cost — cos(2nt—am't— 22’) + 3B sin®e! cos(ant — 27’), 


la constante B devant étre la méme pour le Soleil et pour la Lune, 
parce que les cosinus des angles 2t — 2 et 2nd — 2y/ varient a tres 
peu pres de la méme maniére, vu la lenteur du mouvement des neuds 
de Vorbe lunaire. La différence des quantités y et A serait nulle si 7 
était nul; nous la supposerons done proportionnelle ’ m et égale a m6, 
en sorte que l’on ait A = y — m6. On aura pareillement = y — m’6; 
y serait égale & y si l’intersection de lorbe lunaire avec l’équateur 
coincidait ayee l’équinoxe du printemps. En comptant les angles né, 
mt et m't de cet équinoxe, et désignant par é l’ascension droite de 
l"intersection de lorbe lunaire avec l’équateur, on aura 


Cela posé, lorsque la marée syzygie est parvenue a sa plus grande 
hauteur, les cosinus des deux angles 


ant—2mti—2A, 2nt—2m!'t— 2)! 


sont tres peu différents de l'unité. En supposant donc la demi-circon- 
ference dont le rayon est Punité égale 4 =, et 


nti— mt ys A TI qs 


nt—mt—N=i'nr+q', 


retv’ étant des nombres entiers, ¢ et q’ seront de petites quantités, et 
l'on aura, & fort peu pres, 


cos(2nt—2mt —2h) =1—2q?, 


cos(2nt —2m't— a2) =1— 29’; 
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On aura ensuite 


fatEH a ep hBHee Hal, 
— pom 


eae 


dou, en substituant pour W’ sa valeur A — (m’ — m)6 et faisant 


A(m!' —m tt (m'—m ; : 
Cmaps ieee a ale AD pasate 
n—m i Rie: 
on tire 


L’expression précédente de la hauteur de la mer devient ainsi, en 
substituant, pour ¢, sa valeur précédente et, pour y, A+ m6, 


A= 2q°) Ys A’ LU 2 if 
pa (C— 2g”) cost = + A’ (1 — 2g’) cos*— 
TA" a2m(int+ta 2n 
+ $B — sin*e cos | ———— 2m6 +- y 
r n—m n—m 
Bae 2m(int +) an 
5B, Sin? 2’.c0s eal, ) m6 —2d+ TI. 
r n—m r— mM | 


La condition de la haute mer exige que la différentielle de cette 
fonction soit nulle; en la différentiant donc et observant que l’ona 


dq =(n—m)dt, 


dq'=(n—m') dt, 
on aura 


/ Ul 


L oe 
o=— 4A] (n—m)q cos gti 


A E€ 
WA! — (x — m') ghcost— 
a =a ( )q 2 
| Fae ’ am(in+ia 
— nB- sin’ } sin cedlic ) 2meé 
iit y nm—m 
an am(in-+a 
“1. 4 cos | ( 4) _am8|| 
i —— he 2 —— fit } 
1 ; am(in+a 
— nB— sin?e' } sin BOE Tain G-a30 
fd i— mm 


2m6—20]|>; 


ang cos | *R EA) _ 


Tt ==> TH TOs it 


508 MEMOIRE SUR LE FLUX 


ce qui donne, en faisant, pour abréger, 


ti 
== 4! 2A’ ar) cos* — ea 9 a 


Ww | wo 


5 
2A = cos* 
r 


I7.* / T+A 
B— sin2< cos( 2m——— — 2m6 
r 2 2 } 


{Bay J im+id 
+B “i sin?e’ cos (2 m 


—2més —29) Ss 8 


vw— im 


f 


Listes im+A - 
B= sin*é sin | 2m ——— 3 — B26 
re nm ; 


ee ; in+A \ 
+ B—- sin?e’sin{ 2m Jtoinie = S0 Sah; 
ah m—m 


les valeurs sulvantes : 


_(n—m)[(rn—m')a'é'+ nh] 


g—=— —-- $$ $$$________—_—_—. 
4 (n—m)ya+(rn—m'Pa'+n°b 

: [(r2— m)a+ n?b]6'— (n—m')nh 
Phe = a —— = ____-________. » 
(rn — mya+(rn—m')ya'+n?b 


L’expression entiére de la hauteur de la marée au-dessus de la basse 
mer, expression double de la valeur précédente de la haute mer, de- 
vient ainsi, & tres peu prés, en négligeant le carré de h, & cause de 
son extréme petitesse, surtout dans les équinoxes et dans les sol- 
slices, 

ae ee 2a'[(n—m)ya+n?b] 6+ 4n(n—m')ahé' 
(n—mya+(n—m')a’+ nb 
Si l’on suppose, dans les expressions de 6’, b et h, 


P= f= 1", fate -b 5; 


et si lon nomme 6”, b’ et A’ ce que deviennent ces expressions lors- 
qu’on y change z en cv”, la fonction précédente devient, a tres peu 


pres, 
oats at anstth’ 
a+ a'+- 5b’ — ——_ 
rR—m 
f s? 1? (m!— m)? m Fi 
— mya + n2b! pei Yes Pie st SAT OI 9 
LC” mya+n i] CELT 2, ay Reger: || 
‘ ) 
be a8 
| —2n(n—m’') |e" | (a+ eek v') 
bE Serygl | are RIOR De og EN LF MEER Ce EO 


(rn—m)a+(n—m')ad+ nb 
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Si on détermine les constantes 6 et A de l’expression de 6’, de 
maniére que le coefficient de la premiére puissance de s soit nul, 
cette fonction devient a tres peu pres, en observant que l’on peut 
négliger les termes affectés de m7’, etc., 


28?7?[ aa'(m'— m)?— a’ b'm? + a'b'm"™| 


ata'+ b'— - 
(rn—m)ya+(n—m'ya'+n*b’ 
ou 
m'—m\? , 

Vid Name EY F c F eke P 

Prey — a--m ,m'+-m (m'—- m)a'— mb 
(0) a+a' se ; = a+b oe ee eer ee 
a+a'+b m'—m (n—m)(a+ad+O')_ 


s étant supposé nul, on a la plus grande marée vers les syzygies. Si 
l’on fait successivement s=+1, s=+2, s=2+3,..., on a les 
hautes marées qui suivent ou précédent cette plus grande marée; 
et, en ne considérant que les nombres pairs de ces valeurs de s, on 
aura les plus hautes mers qui suivent ou précédent cette plus haute 
mer d’un ou de plusieurs jours. 

Au moment de la syzygie, m’t’/— mt’ est nul ou un multiple de la 
demi-circonférence, ¢’ désignant le temps relatif & cette phase. Soit 
’ +T le temps relatif 4 la plus haute mer; nt — mt — A et nt — m't — 
étant, au moment de cette marée, multiples de la demi-circonférence, 
mt —mt— +2 sera un multiple de la demi-circonférence; d’ot il 


est aisé de conclure que 
(m'—m)T—i'+A ou (m'—m)(T—6&) 


est égal & zéro, ce qui donne 
De la, il suit que 
cos(2nft—2y) ou cos(2nt— 2mt— 2A +-2ml — 2m6) 


devient, au moment de la plus haute mer, 


cos(2mt—2mé6) ou cos2mt’, 
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Pareillement, 
cos(2mt— 2y — 20) = cos(2mé'— 20); 


ainsi les cosinus de l’expression de 6’ se rapportent 4 l’instant méme 
de la syzygie, ce quia également lieu pour les marées quadratures. 

Soit p le carré du cosinus de la déclinaison du Soleil, 4 instant de 
la syzygie; on aura, par ce qui précéde, 


sin’. cosame’; 


2 2 


or ona 
I-+ cos’e 


€ vis 
cos*— = — sin*-- 
2 9 


2 


. > : ye ’ € 
En négligeant done, comme nous Il’ayons fait, sin‘-=, on aura 
oo 2 


Li ~~: bay ¢ 
2A—cos'- +B 7 sin®e cos2mtl! 
Yi 2 5s 


= aAX p —(A— B)x sin?s cos2ml', 


En nommant pareillement p’ le carré du cosinus de la déclinaison de 
la Lune & instant de la syzygie, on aura 


L’ e ie te < 
2A'—~ cos’ — + B —,; sin*e’ cos(2m't!— 20) 
| pit 3 sis 
a A! L’ ! A! B L' ee al . lyt 6 
met. BP = ~ ) <q Sin*e’ cos(2m'e! — 2 » 


; : j ‘ ; Or as 
Dans les syzygies des solstices, md’ et m’é’ sont augmentés de —- En 
Pet. Te uw Tk Pah 4 
désignant done par > + mt” et — + m’t’ les angles mt’ et m't’, ce qui 
revient 4 compter du solstice les arcs md” et m’t’, on aura 
cos2mt'’—=— cos2mt', 


cos(2mt' — 2d) =— cos2(m't"— 9). 


En désignant par g et q’ les carrés des cosinus des déclinaisons solaire 
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et lunaire & l’instant de la syzygie, on aura 


L é | Pas 
2A — cos* — +-B — sin’e cos2 mi! 
if 2 Ke 


L 
= FA set (A —B) Z sin?e cos2mt", 


L’ e! ioe 
aA’ “73 COS aves B =i sin?e’ cos (2m! t'— 20) 


ae i, , 
sog’ AM eat (A’— B) i sin?e’ cos(2m't"— 20). 


On peut supposer que, dans l’ensemble des syzygies considérées 
ci-dessus, la somme des cosinus de 2m’ est égale 4 la somme des 
cosinus de 2mt’, et que la somme des cosinus de 2m’ — 26 égale la 
somme des cosinus de 2m't” — 24, parce que ces angles different peu 
de lunité, et parce que leurs cosinus sont multipliés dans les expres- 
sions précédentes par les trés petits facteurs 


(A —B)sin?e et (A’—B)sin?’e’. 


En supposant done que p et g expriment les sommes des carrés des 
cosinus des déclinaisons du Soleil aux instants des syzygies équi- 
noxiales et solsticiales, et que p’ et g’ expriment les mémes sommes 
pour la Lune, la somme des quantités sin’< cos2md’ sera p — q, et la 
somme des quantités sin?<’ cos( 2m’ — 20) sera p’— q’. 


On aura done, dans les syzygies équinoxiales, 


f L | hae i ; me 
ata = 2A sp + 2A! p'—(A—B)(p Na (A! B) (P'— @') 9? 


et, dans les syzygies solsticiales, 


: L L L : L’ ' 
ata’ = aA q+ 2M ag’ + (A—B) 5 (p—q)+(A —B)— (p'-7), 


une pe 


ota’ étant la valeur de 27a relative aux syzygies solsticiales. 
Dans les quadratures, la haute marée lunaire coincide avec la basse 


marée solaire, ce qui revient & supposer — négatif dans les expres- 


3 


sions précédentes. De la il suit que, si l’on désigne par p, et g, les 
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earrés des cosinus des déclinaisons du Soleil dans les quadratures 
équinoxiales et solsticiales; si l’on désigne par p; et q’ les carrés des 
cosinus des déclinaisons de la Lune dans les mémes quadratures; 
enfin, si l'on nomme 27x” et 2¢@” ce que devient 27@ dans ces qua- 


dratures, on aura 


4 Ab iy , [i > iF / L’ a , 
Fra — 3A. 41 2A Pit (A — B)sS(pi— M1) + (A B) (Pt Oi)s 
ar % Ger L L ; Le F 
2ta"— 2A =a Pi— 2A — (A — B) (P11) - - (Al — B) 5 (Pa- 71). 


Vai observé, dans le n° 25 du Livre 1V de la Mécanique celeste, que, 
a raison de l’argument de la variation dans l’expression de la paral- 
laxe lunaire, l’action de la Lune sur la mer est augmentée d’environ 
+ dans les syzygies et diminuée de la méme quantité dans les quadra- 
tures. Ayant traité depuis, avee un soin particulier, la théorie de la 
Lune, dans le septiéme Livre de la Mécanique céleste, j'ai reconnu que 
cet accroissement et cette diminution sont un peu plus petits et quils 
sont environ + de la valeur moyenne ou, plus exactement, le produit 
de cette yaleur par 0,022486, lorsque l’on considere, comme nous 
l'avons fait, autant de pleines que de nouvelles lunes. 
Dans les syzygies que nous avons considérées, on a 
p = 63,632467, gq = 54, 260856, 
p' = 63, 546581, q' = 56, 879696, 
P: = 63,635484, 9, = 54, 301142, 
P= 93,497242, 7 = 96, 962913, 
et, par ce qui précéde, on a 
ata = 41, 359, ata’ = 369™, 468, 
2i1a"—= 160, 830, 2ta"— 203", 948. 
On aura ainsi les quatre équations suivantes : 


! 
411™, 359 = 63,546581.1,022486.2A! ss -t- 63, 63a467.2A = 
ne 
(1) « 


/ 
— 3,333442.2(A’— B).1,022486—, — 4,685805.2(A — B) x, 
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/ 


| 367™, 468 = 56, 879696. 1,022486. 2A! = +54, 260856.2A = 


(2) 
+ 3, 333442.2(A’—B).1,022486 + 4,685805.2(A —B)=s 
A " . L’ < L 
| 160", 850 = 56, 962913.0,977514.2.A' 7; — 63 ,635484.24 = 
(3) “y ‘ 
| + 3, 267165 .0,977514.2(A'— B) 75 + 4,667171.2(A — B)-> 
» Bee 6 L 
| 203™, 948 = 63 ,497242.0,977514.2A' 75 — 94, 301142.9A 
CA) 


= 


r3 


— 3, 267165.0,977514.2(A’—B) = — 4, 667171.2(A—B) 


, . L! I . 
Dans toutes ces équations, les valeurs =, et = sont relatives aux 


re rs 
moyennes distances de la Lune et du Soleil a la Terre. 
Le systeme + (1) + (2) des équations précédentes donne 


(5) 778™, 708 = 120, 426277.1,022486.2 A at +117,893323.2A = 
le systeme des équations + (3) + (4) donne 
oe : vale atu 
(6) 364™, 798 = 120, 460155.0,977514.2A ae 17,936626.2A =e 
De ces deux équations on tire 
/ LU L laa 
2A’; =4™, 74788, 2A = 1™, 64658. 


Le systeme des équations + (1) — (2) donne 


| 43", Sor = 6, 666885. 1,022486.24' + 9,371611.2A— 
(7) 


Re ! Vee: 
— 6, 666885. 1,022486.2 <= A’ ¥ 93716110 aX, 


OEuvres de L. — XII. 65 
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\ 
le systeme des équations + (4) — (3) donne 


yn we ~ Lf ‘ hy 
| 43",098 = 6,534329.0,977514.2A' 7H +9,334342.2A = 
(3) Ces ee f, ge a 
— 6, 534329.0,977514.2 —— A’; — 9,334842.2-[— A: 


/ 


. jas L ae 
En substituant pour 2A’ et 2A leurs valeurs précédentes, 


13 


l’équation (7) donne 


(9) 3,9054 = 32,3653 see +15,4311 ey 
et equation (8) donne 

Bee — 
(10) 25983 = 30,3266 . = + 15,3697 Darrau 


A A 


Si l'on suppose A’ = (1 + 2)B, xB sera l’accroissement de A’ dt 
| ; 


la rapidité du mouvement de l’astre L’ dans son orbite; alors on a 


On peut supposer ici, sans erreur sensible, cet accroissement propor- 
tionnel & la vitesse angulaire m’ de l’astre dans son orbite et, dans ce 
Cas, 
A—B=-—42, 
m 


ce qui donne 
A—B max m 


Se Se Set * Ls 


AD” ome m 


e « PF . . Wt - A 
en négligeant le carré de la petite fraction = On peut méme sup- 


poser, sans erreur sensible, vu la petitesse de x, 


mm mn oo 


de plus 
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En ajoutant done les équations (g) et (10), on aura 


#== O,11119, 
ce qui donne 


2B— = 4", 272795 


oR = = 1", 05289 


et, par conséquent, 


On voit, par les équations (g) et (10), qu’une valeur positive de a, 
peu différente de +, est a la fois indiquée par les observations des 
marées syzygies et des marées quadratures. 

On aura, d’une maniere approchée, la probabilité de l’existence 
d’une valeur positive de x, en observant que, si elle n’existait pas, 
erreur de la difference 43,891 des valeurs de 27a, relatives aux syzy- 
gies des équinoxes et des solstices, serait 3,9054 ou au-dessus, et, par 
cae L’erreur de la difference 43,098 des 
valeurs de 2¢a relatives aux quadratures des solstices et des équi- 


le n° 3, sa probabilité est 


noxes serait 2,5983 ou au-dessus, et, par le n° 5, sa probabilité est 


I sain : ° j 
reading La probabilité de existence simultanée de ces erreurs est le 
’ 
- oy ee. z , I 
produit des deux probabilités précédentes : elle est done =, en 
ee ne _, 2561 
sorte que la probabilité d’une valeur positive de a est ——. 


Les observations anciennes des marées syzygies m’ont donne, 
pour x, 0,10037 (Mécanique celeste, Livre IV, n° 26). Les observations 
anciennes des marées quadratures m’ont donné, pour x, 0,1061, ce 
qui differe tres peu de Ja valeur précédente de 2, qui me semble prée- 
férable, a cause du plus grand nombre d’observations que nous venons 
d’employer. L’existence d’une valeur de & positive étant donc a la fois 
prouvée par les observations anciennes et modernes, il me semble im- 


possible de la révoquer en doute. 
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Les observations anciennes m’ont donné 


ces valeurs different peu des précédentes, 4™, 74788 et 1™,64658. La 
somme des valeurs de 48 est 416,156 par les observations anciennes, 
et 430,825 par les observations modernes; i faut donc, pour comparer 
les valeurs anciennes et modernes de 2 a 5 “et de sick multiplier les 


. : ar6.186. : 
valeurs modernes par la fraction 7,~~~» et alors elles deviennent 
490,529 


4™, 5968 et 1™,5905; mais, les valeurs modernes étant fondées sur 
un plus grand nombre d’obseryations, elles doivent étre préferées. 


/ 


| ae a 4 > 
Le rapport de wa a 3 est un élément important de PAstronomie. Le 


rapport précédent donne a pour le rapport de la masse de la Lune 


a celle de la Te srre; il donne encore, en secondes décimales, le coef- 
ficient de la nutation égal & 29’,940, ce qui correspond a g’,70 en 
secondes sexagésimales. 

Newton a déterminé le rapport des actions du Soleil et de la Lune 
sur la mer dans la proposition 37 du Livre III des Principes mathéema- 
tiques de la Philosophie naturelle. 11 suppose,’ (@apres les observations 
de Sturmius, qu’aux jours des équinoxes la marée, & Bristol, est de 
quinze pieds dans les quadratures et de vingt-cing pieds dans les syzy- 
gies, et il en conclut que, dans les moyennes distances du Soleil et de 
la Lune & la Terre, les actions de ces astres sur la mer sont dans le 
rapport de 1 & 4, 4815. Pour déterminer ce rapport, Newton observe 
que le maximum des marées syzygies et le minimum des marées qua- 
dratures n’ont pas lieu les jours mémes de ces phases, mais environ 
quarante-trois heures sexagésimales apres leur arrivée. A ce moment, 
la Lune s’est éloignée sensiblement du Soleil, ce qui, selon ce grand 
géometre, doit affaiblir ’action solaire dans le rapport du cosinus du 
double de cette distance & unité. Mais cela n’est pas exact; et l’on a 
vu precédemment qu'il faut, pour avoir le maximum ou le minimum 


des marées, supposer cette distance nulle, comme au moment de la 
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phase, et employer les déclinaisons des astres qui ont lieu & ce mo- 
ment. C’est ce que Newton avait fait dans la premiére édition de son 
Ouvrage. Il a pensé, dans les deux éditions suivantes, qu il obtien- 
drait plus d’exactitade en considérant les actions des astres a l’instant 
méme de la marée. Ce n’est pas le seul exemple des erreurs que l’on 
commet en cherchant a s’approcher de la vérite. 


IX. Considérons maintenant le coefficient de 276; ce coefficient, 


par ce qui précéde, est, dans les syzygies des équinoxes, 


2a'(a a b' —? I / I ! 
eS . oe, a (on™ -- =) E _ 24 (m'— m) — 2mb i: 
ata+ob rn—m (n—m)(a+a'+')|? 
2a'(m'— m) —2mb! 
(mite 4 a’ by 
que le retard journalier des marées syzygies est, 4 fort peu pres, 
a'(m'— m) — mb' 
(iE Mm} (ae Ph). 
que, si l’on prend pour unité de temps, comme nous l’avons fait 


en observant 


on peut faire disparaitre le terme 


comme on le verra dans la suite; d’ot il suit 


ci-dessus, l’intervalle de deux marées syzygies d’un jour a l'autre, 
et si lon désigne par ¢ le mouvement synodique de la Lune dans 
cet intervalle, la formule de la hauteur des marées deviendra, pour 


le nombre ¢ d’intervalles, & partir du maximum, 
ra'(a asthe m! +- *) 

Ta? 
(y) FG aN eon ee ere als CAE EET) SM 
: a-+-a’i+6 


Voyons maintenant comment on peut y faire entrer les inégalités du 
mouvement lunaire. Si l’on développe, dans une série d’angles crois- 


sants proportionnellement au temps, la fonction 
a ie os : 
2—~ cos’ — cos(ant + 20)-— 29°) + sin’e'cos(2nt+ 2) 
* 
L 4S eee ryt ee . 
ae cos” ~ cos(2né-+ 2m — 29) + 45SIn’e cos(2nt + 2) |, 
: 


en désignant cette série par 


b) cos(2nt+ 2) + b' cos(ant +20 — 2mt) 


+ b"cos(ant+20 —2m't)+ b”cos(2nt-+ 20 —2m"t)+..., 
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chacun de ces termes produira un flux partiel, dont la somme sera de 
la forme 
bcos(2nt— 2y) +a cos(2nt—2mt — 2h) 
+a'cos(2nt—amit eee 


+a"cos(2nt—am"t—2hk")+.... 


Le plus grand flux possible a lieu lorsque tous les cosinus devien- 


nent égaux & l’unité. Supposons qu’a partir de cet état on ait 


nt — y=sST +P, 


nt—mtl —h=inr +279, 


nt—mt—N='nr+q', 


En réduisant en série expression précédente de la hauteur des 


marées, elle deviendra 
b+a+a'+a"+...—2bp?—2aq7?—2a'q?—.... 


La supposition d’une grande marée donne la différentielle de cette 


fonction nulle, et par consequent 


bp =— aq—a'q'—a'q'—..., 


a cause de 
RS ie = it os 
toutes ces différentielles étant a trés peu pres égales 4 ndt. Mainte- 


nant les équations 


no yy — ST +P, 
nt—mt—h=in+q 


donnent 
7— mM NST ‘ ‘ wt — nr 
—_ = =e 


gq —Pp- 


/t /L 


En faisant ¢—s—=s' et déterminant y et A, de maniere que 
? - nm—m 


sz —A+ —— y soit nul, on aura, a tres peu pres, \ 


ms MST 
G =~ For eee 
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a cause de la petitesse de m relativement & 2; on aura pareillement 


‘ie m'st 
er or 
et alors on aura 
st am—+a'm'+a"m'+... st, 
= — —_______ — —_p 
Re 622 gs a! =a! n?? 


en exprimant par p’ la quantité 


fd» BT Ae ne 
b+at+a'+... 


L’expression de la hauteur de la mer devient ainsi 


2 
b+a+a'+...— »( =) [ bp’? + a(p'— m)?+ a'( p'— m'y?+...]. 


Considérons le terme 


L’ te ; 
2a cos COs (2nt + 20) — 29’) 


de l’expression des forces perturbatrices. Soit Asin(d — 2’) une des 
inégalités de 9’ qui devienne nulle constamment au moment des syzy- 
gies. En n’ayant égard qu’a cette inégalité et négligeant le carré de A, 


le terme précédent devient 


€ 
2—. cos‘ —[ cos(2nt + 20 — 2m't) 
- 
+ hcos(2ant+ 20 — 2m't— lt+0') 
—Acos(2nt+ 20 —2m't+ lt—d')], 


ce qui produit, dans l’expression de la hauteur de la mer, trois termes 
de la forme 


| a'cos(2nt—am't — 22’) 
(¢) +a'h' cos(2nt —2m't — lt — 22") 
| —ah"cos(2nt--am't + lt— 2"). 


[len résulte, par ce qui précede, dans expression du maximum de la 


marée, les trois termes a +a@h'— ah’; h’ ct h’ seraient égaux ah, si 
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laction des astres n’était point accrue par la rapidité de leur mouve- 
ment. Mais on a vu précédemment que cette augmentation, que nous 
avons désignée par a, est + environ pour la Lune, d’ot il suit que l'on 
a, a fort peu pres, en supposant, comme nous l’avons fait, l’accroisse- 
ment proportionnel au mouvement de l’astre dans son orbite, 


ah'=ah+—crah, 
an 
i Ad a u ! 
ah"=a'h—— «ah, 
2d 


et qu’ainsi les trois termes 
a+ah'—a'h’ 
se réduisent a 


a’'+ — «rath, 
m 


Le second terme de cette quantité peut étre négligé, sans erreur sen- 
sible, relativement i largument de la variation. 
Les trois termes précédents produisent encore, dans l’expression de 


la hauteur de la marée, la quantité 


sin f ; a'(p'—m')?+a'h' Beandises ene Pamala : . 
Aan , 9 [ 2 5) 


elle se réduit, & tres peu pres, a 
—2 (=) a'(p' — m'— Al)? + ee. a'h| (p'— m')? + vi A 
| m! A 


Ce dernier terme peut étre négligé sans erreur sensible. D’ailleurs, 
hlest l'accroissement de la vitesse angulaire de la Lune, en vertu de 
argument Asin(de — ¢’). Il suflit done, pour avoir égard a cet argu- 
ment, de prendre pour m’ la vitesse angulaire de la Lune au moment 
de la syzygie. 

La valeur de p’ est 


am + a' mn -- am"... 


b+a+ta'’+a'+... 
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les trois termes (7) introduisent dans le numérateur de cette expres- 
sion les suivants : 


l l 
a'm' 4- aN (ms ;) —a'h' (m— ;) 


en substituant pour af’ et ah’ leurs valeurs précédentes et négli- 
geant x, ces trois termes se réduisent a a’m'+ a’Al, ce qui revient 
encore a prendre dans p’, au lieu de m’, la vitesse angulaire de la 
Lune. 

De [a il suit que l’on aura égard 4 toutes les inégalités du mouve- 
ment 9’ de la Lune dans son orbite, en supposant, dans la formule (y), 
que ¢ est le mouvement angulaire de cet astre pendant l’intervalle ¢. 

Considérons maintenant l’influence des variations de 7’, et suppo- 


h : Rae Gee I 
sons que — cos(l — 0’) soit une des inégalités de -; ou de la parallaxe 
lunaire : il en résultera, dans la fonction 


in g! 
P a I 
2 7g 008" > cos(2nt + 20 — 29"), 


les trois termes 


L Mee ; 
2 = cos’ = [ cos(2nt+ 20 — 2m't) 
+ 2hceos(2nt + 20 — 2m't—lt+ 0’) 


+ $hcos(2nt+ 20 —2m't+ lt—d')], 


ce qui produit, dans l’expression de la hauteur de la mer, les trois 
mégalités 
a'cos(2nt —2m't—i') 
+ 3a'h' cos(2nt — 2m't— lt— 22") 


+ 3a'h"cos(2nt —2m't+ lt—2i"), 


et, par conséquent, dans l’expression du maximum des marées, les 


trois termes 
a+ 3a'h'+3a'h'" 


ou simplement 
a'(1+ 3h), 


en substituant pour a’h’ et a’h’ leurs valeurs précédentes. On aura 
Okuvres de L. — XI. 66 
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done égard & la variation du rayon vecteur dépendante de A, en aug- 
mentant la parallaxe lunaire de la quantité 2. 
Les termes précédents produisent encore, dans l’expression des 


marées, la quantité 


sm\* 3 Ar a U\2 
(=) |’ mi’)? +- =a! (p!— m' — ) + Sa! h (pi — mi! + -) |: 
n 
Cette quantité se réduit, & fort peu pres, a 


(six \* he 
—2() [a + 3h) (p'— m')? + sa’ |. 


nh 


Le premier terme revient & augmenter, dans le calcul de a’ ou de lac- 
tion lunaire, la parallaxe lunaire de /. Le second terme devient 


. {/strl\? 
— ba'h( =") . 
on 
Le terme 
| 
i ; 


+ — —, sin?e' cos(2nt+ 2w) 


I 
DY 
de l'expression des forces perturbatrices ajoutera, 4 fort peu pres, a 


la hauteur des marées les termes 


A hoe oat sin?! ive 2 
+. #14 3h) sin on EO). 
n 


ok 


2(t+ 2) cos* - 
2 


De la il suit que on aura égard a la variation de r’ en substituant, 
pour la parallaxe lunaire, sa valeur réduite dans une série ordonnée 
par rapport aux puissances du mouvement angulaire de la Lune pen- 
dant Vintervalle ¢, et en négligeant les puissances supérieures au 
earré de ?. 

Le seul terme de 9’ qui soit constamment nul dans les syzygies et 
dans les quadratures est celui qui dépend de l’argument de la varia- 
tion, et dans lequel / = 2m’— 2m. Alors la variation de r’ produit le 


: / } sin*é 
—6a'h/ 1+ 7—, \@ 0. 

, © 

cost — 


ferme 
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Dans les syzygies, il faut ici, pour avoir a’, multiplier la valeur pré 
4 L’ +g! iS ae 
cédente de 2 A’—, par 1,022486 pout et multiplier la valeur moyenne 
de » par 1,02091 pour avoir égard & l’argument de la variation. On 


aura 


I sine 
ah eis = mi 
Cos 
are L! ; 
en multipliant la valeur de 2A’—7;-1,022486 par p’/ dans les syzygies 


équinoxiales, et g’h dans les syzygies solsticiales. 3A est égal a 
0,022486. 


‘| Dans les quadratures, on aura a’ en multipliant la valeur de 2A’ 


, 


L! 


par 
Pit 9 


SiS oH 
: 2970014, 


On aura ¢ en multipliant sa valeur moyenne par 0,97909; 3h devient 
négatif et égal 8 — 0,022486. On aura 


as L’ mp / 
en multipliant la valeur de 2A’—,0,975514 par g,/ dans les quadra- 
Vg c 
tures équinoxiales, et par p,/ dans les quadratures solsticiales. 


On aura généralement 
a+a'+bl'=2la 


et, par conséquent, 

Gb =i a. 
et cela a lieu dans les équinoxes ou 6b est positif, et dans les solstices 
ot il est négatif. La formule (y) devient ainsi 


; 2a'(2ta—a’ 

(4) Bg eter) sot 
' 2LA 

cette formule s’étend aux quadratures comme aux syzygies : 21% — @ 

est négatif dans les quadratures; » est le moyen mouvement synodique 


de la Lune dans un interyalle de 1/,026736 pour les syzygies équi- 
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noxiales, de 13,028076 pour les syzygies solsticiales, de 1/,056223 
pour les quadratures équinoxiales et de 1',04796 pour les quadra- 
tures solsticiales. Cela posé, on trouve dans les syzygies équinoxiales 


216 = 9, 1065. 


Les observations nous ont donné 8™,9446. La difference o™, 01619 
est dans les limites des erreurs des approximations et des observa- 
tions. 


On trouve par la formule, dans les syzygies solsticiales, 
216 = 6", 5817. 


Les observations nous ont donné 5™,9273. La différence o™, 5540 est 
encore dans les limites des erreurs des approximations et des obser- 
vations. 


La formule donne, dans les quadratures équinoxiales, 
216 =19", 4392. j 


Les obseryations nous ont donné 20™,005. La différence o™, 5658 est 
encore dans les limites des erreurs des approximations et des obser- 
vations. 


Dans les quadratures solsticiales, la formule donne 
ai6.— 9") 2795, 


Les observations nous ont donné 9™, 203, ce qui s’accorde bien avec 


la théorie. 


X. Je vais présentement considérer Vinfluence des distances de 
la Lune a la Terre sur les marées. J’ai choisi, pour cela, parmi les 
syzygies équinoxiales considérées ci-dessus, les dix-huit suivantes, 
dans lesquelles la Lune était vers son apogée ou vers son périgée : 


ET LE REFLUX DE LA MER. 


Apogée. 


8 avril 


| g mars 
\ 16 septembre 


DOO athe Gate 27 mars 


— 
oO 
= 
=e 
. 
. 
. 
~ 


7 septembre 


28 mars 
tN Soe aor 5 septembre 
5 octobre 


Périgée. 


93 mars 
2 septembre 
t™™ octobre 


12 mars 
10 avril 
2 septembre 
2 octobre 
13 mars 
It avril 
20 septembre 


J'ai pris, comme ci-dessus, dans chaque équinoxe, l’excés de la 


haute marée du soir sur la basse marée du matin, du jour qui pré- 


cede la syzygie, du jour méme de la syzygie et des quatre jours qui 


la suivent, et j’ai doublé les résultats relatifs a la syzygie la plus voi- 


sine de l’équinoxe. En faisant ensuite une somme des résultats rela- 


tifs aux mémes jours, j’ai obtenu les résultats suivants : 


Apogée. 
ml 
20,040 
21,430 
21790 
21,615 
201,979 
19,790 


20,290 
21,370 
21,890 
21,740 
20,750 
19,360 


— Ne 


DESO ES UES Sis ghee ao nton 


a 


19,944 
21,340 
22,459 
22,186 
21,403 
20,533 


Périgée, 
m 
24,385 
27,590 
29,710 
29,105 
27,860 
24,280 


23,641 
27,405 
29,205 
29,035 
27,925 
25,495 


23 , 267 
27,108 
29,053 
29,344 
28),123 


25,018 


Si lon ajoute les hauteurs correspondantes de chacun de ces trois 


groupes, on obtient les sommes suivantes : 
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Apogée. Périgée. 
m m 
60,274 71,293 
64,140 82,103 
66,099 87,768 
65,541 87,484 
63,123 83 ,go8 
59,685 73,803 


Si l'on détermine la loi de ces nombres par les formules du n° I, on 


trouve 
Apogée... 65™, 966 — 0”, 96496 (¢ — 2, 40281)?, 


Périgée... 88™,457 — a™,52748( ¢ — 2,5999)?, 


“ étant, comme dans le n° I, le nombre des intervalles pris pour unite 
et écoulés depuis la haute mer du soir du jour qui précede la syzygie. 

Si l'on désigne toujours par 27a et 276 ce que nous avons désigné 
par la dans les n° I et suivants, on aura 65™,98r et 80™, 497 pour les 
valeurs respectives de 2¢a dans les hauteurs précédentes des marées 
apogées et périgées. La valeur de 276 est pres de trois fois plus grande 
dans le périgée que dans l’apogée : ainsi l’effet des distances de la Lune 
a la Terre se manifeste, non seulement dans les hauteurs des marées, 
mais encore d’une maniere fort remarquable dans la loi de variation de 
ces hauteurs. La somme des deux valeurs de 27a est 154™, 478. Elle se 
rapporte a vingt-quatre syzygies équinoxiales; elle doit étre, par con- 
séquent, les = de la yaleur de 2ze relative aux soixante-quatre syzygies 
équinoxiales du n° I, et qui est égale & 411™, 359. Ces } sont 154™, 260, 
ce qui différe tres peu de la somme précédente. La somme des valeurs 
de 276, relative aux marées apogées et périgées précédentes, est 
3™,5047. La valeur de 276, relative aux marées syzygies du n° I, est 


8™, 9446, dont les ? sont 3", 4723, ce qui ne differe que de 4, 


too CNVIrOn 


de la somme précédente. 

Comparons maintenant les expressions précédentes a la théorie. La 
difference des deux valeurs de 27% est 22™,291; c’est l’effet du chan- 
gement de la distance de la Lune a la Terre. Par ce qui précede, la 


hauteur de la marée due & l’action de Ja Lune sur la mer est, en 
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ve 
nS) 
I 


négligeant le carré de a, 


L’ 1 sine! e! 
A’ = (1+ 3h) Sots re os* — 
r : 
cost — 
2 
L’ af I 4 sin?e! Oe 
+ 28, WAH (+ 8h) cost — axa ra keh mmr dc 


ca cos! — 
2, 


r étant la moyenne distance de la Lune. Or on a, a trés peu pres, en 
ayant égard a l’équation du centre et a l’évection, 


hl 7? 
m! 7 ae 
ensuite 
7 
(iest 2) SW ese Se 


L’expression précédente devient ainsi 


73 fi Sie l 


2B p’ pa + B=, 2 P cost =, 


p’ étant le carré du cosinus de la déclinaison de la Lune a l’instant de 
la syzygie. Il suit de 14 que l’on aura la premiere partie de l’effet du 
changement de la distance lunaire : 1° en multipliant dans chaque 
syzygie le carré du cosinus de la déclinaison de la Lune, 4 Vinstant de 
la syzygie, par le cube du rapport de son demi-diametre vrai 4 son 
demi-diamétre moyen égal & 2881”,8; 2° en faisant une somme de ces 
produits relatifs aux douze syzygies périgées que nous ayons consi- 
dérées et dans chacune desquelles le demi-diametre vrai a surpassé 
3000”, les syzygies dont on a doublé les résultats comptant toujours 
pour deux; 3° en retranchant de cette somme la somme des mémes 


produits relatifs aux douze syzygies apogées; 4° enfin, en multipliant 
/ 


“Op, L shi | be 
la différence de ces deux sommes par 2B=-- On trouve ainsi pour ce 
z= 


produit 
/ 
yh anes aed 
7's 
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Pour avoir l'autre partie de l’effet de la variation des distances 
lunaires, il faut : 1° faire une somme des produits du carré du cosinus 
de la déclinaison lunaire par la cinquieme puissance du rapport du 
demi-diametre vrai de la Lune dans chaque syzygie périgée a son 
demi-diamétre moyen, 2881”’,8, et en retrancher la méme somme 
relative aux syzygies apogées; 2° multiplier la différence par 

! 


iv . 
2 B — «x COS* 
ris 


. 
© 


i] 


b 


On trouve ainsi pour ce produit 


4 


/ / 
4 € 

7, 86126 z.2B —, cos‘—- 
r 2 


On yoit que ces résultats sont conformes & ceux que j’ai obtenus par 

une autre méthode dans le n° 28 du Livre IV de la Mécanique ceéleste. 
! t / 

: “andr : Anat: fe ant ed r ay: . 

On peut prendre, pour cos‘—, la quantité ~~» p’ et q’ étant les 

valeurs données dans le n° VIL. On aura ainsi, pour l’effet da au chan- 


gement des distances lunaires, 


P L’ 2BL' 
4.59027 - +7 ,3961 2 — 
3 
ou 
“ 2 A‘L’ Ss a OL, 
4; 20027 = + 2,8008 2 —— 
pls 3 
ars ty Fa , ; 
Substituant pour 2A’= sa valeur trouvée dans le n° VIII, on aura 
7, 
go a BL 
21™,794 + 2,8098 x —— , 
1 gle? 


quantité qu'il faut égaler 4 Veffet observé, 22™, 291, ce qui donne 


4 


.2,8058 BE — om, hor, 
= 


Ainsi l’accroissement de l’action Junaire est encore indiqué par la 
comparaison des observations apogées et périgées lunaires. Les ob- 
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servations anciennes, que j’ai discutées dans le n° 28 du Livre IV de 
la Mecanique celeste, m’avaient paru indiquer le contraire; mais j’avais 
pris pour 4va la somme des marées des deux jours qui suivent la syzy- 
gie; et lon voit, par ce qui précede, que cette somme est sensible- 
ment plus petite que 4¢« dans les observations périgées, ot la dimi- 
nution des hauteurs des marées 4 partir du maximum est trés rapide 
et beaucoup plus grande que dans les observations apogées. II faut 
done augmenter la différence 39™,6961 des marées syzygies apogées 
et périgées, donnée dans le numéro cité; et, d’aprés les résultats pre- 
cédents, cette augmentation est 1,220. Alors on a, par le numéro 
ele, 
ep 25™, $19 = 0”, 304; 

ce qui donne, pour x, une valeur positive, et ce qui indique, par 
conséquent, un accroissement dans l’action lunaire dt aux circon- 
stances locales. Mais toutes ces observations apogées et périgées sont 
trop peu nombreuses pour déterminer la valeur de x: il vaut beau- 
coup mieux employer, pour cet objet, les observations des équinoxes 
et des solstices. Peut-étre aussi n’est-il pas trés exact de supposer, 
comme nous le faisons, que l’accroissement de l’action d’un astre, du 
aux circonstances locales, est proportionnel au mouvement de l’astre 
dans son orbite. 

Nous allons maintenant comparer a la théorie la loi de diminution 
des marées, & mesure qu’elles s’éloignent de leur maximum dans 
l’apogée et dans le périgée de la Lune. Considérons d’abord lVapogée ; 
cette diminution est composée de deux parties : la premiére est égale, 


par ce qui précéde, a 
2a'(a OM [202 
a+a'+b' 


bd 


g étant le mouvement réel de la Lune dans l’intervalle d’une marée 


syzygie i la marée correspondante du jour suivant. On aura @’ en mul- 
ee pla o eee 

tipliant 2A’ cos‘— par 1a et par le cube du rapport du demi-dia- 
métre lunaire dans les douze marées syzygies apogées précédentes a 


OkEuvres de L. — XII. f 67 
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ater 5 el 
son demi-diametre moyen; et l’on peut prendre pour cos‘ = le rapport 


2 


de dec 8 a p's p etg’ étant donnés par le n°7. Il faut employer pour ¢ 
le mouvement de la Lune dans cette syzygie apogée, pendant I’inter- 
valle ¢, qui est ici 15,0227331, et qui devient 1!,0305744 dans les syzy- 
gies perigees. 

La seconde partie est due & la variation de la distance lunaire, a 
partir de l'apogée, en ayant égard aux inégalités de Péquation du 
centre, de l'éyection et de la variation. Cela posé, on trouve —o™,8711 
pour le coefficient de ¢?; un caleul semblable donne — 2",9635 pour 
ce coellicient dans les observations périgées. Les observations nous 
ont donné —o™, 96496 et —2™,52748. La difference tient aux erreurs 
des observations et des approximations, et surtout & ce que, dans les 
observations précédentes, la Lune n’était point exactement, soit a son 
perigee, soit & son apogée, comme nous l’avons supposé dans le 


ealeul. 


4, . P * vi : . 

XI. Je vais presenter ici quelques réflexions sur l’accroissement de 
l’action respective des astres par les circonstances locales. Supposons 
que le port soit situé & la jonction de deux canaux, qui lui transmet- 


tent le flux quia lieu & leur embouchure. Soient 
A cos(2nt — amt — 2h) 
l’expression du flux transmis par le premier canal, et 
3 cos(2nt — amt — 22’) 


le flux transmis par le second; le flux total dans le port sera exprimé 
par 

C cos(2nt— amt— 2Q), 
en faisant 


C= VA?+ B?+ 2 AB cos(21/— 24), 


Asin2A+ Bsin2A’ 


Si 20 = 
i C 


Les constantes A, B, A et A’ dépendent de Vintensité du flux aux 


embouchures des canaux, dela longueur et de la figure de ces canaux. 
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Cependant, toutes choses égales d’ailleurs, A et B, et par conséquent 
C, sont proportionnels a la masse L de l’astre attirant; car, en dou- 
blant cette masse, on ne fait que réunir les deux flux partiels que pro- 
duit chacune de ces moitiés. A et 2’ relatifs & chacun de ces flux ont 
également lieu pour le flux total; ils ne varient done d’un astre & un 
autre qu’a raison de la difference des mouvements propres de ces 
astres. Ces mouvements étant supposés fort petits par rapport au 
mouvement de rotation de la Terre, il est naturel de faire 


A= (n—m)T, pao 


T et IT’ étant les temps que les flux respectifs emploient a se trans- 
mettre des embouchures au port, et de supposer, comme nous l’ayons 
fait, Vaccroissement de l’action de l’astre di aux cireonstances lo- 
cales proportionnel & m. Mais on voit que cela n’est pas rigoureux, 
en admettant méme le principe de la coexistence des oscillations trés 
petites, principe qui, vu la grandeur des oscillations de la mer dans 
le port de Brest, ne leur est pas exactement applicable; mais il résulte, 
de la précision avec laquelle les formules précédentes représentent les 


observations, que ces causes d’erreur sont peu considérables. 


Des heures et des intervalles des marées. 


XII. Pour déterminer les heures et Jes intervalles des marées, j’ai 
considéré, dans les syzygies que j’al employées précédemment pour 
leurs hauteurs, les heures des basses mers du matin et des hautes 
mers du soir, des premiers et des seconds jours qui suivent ceux des 
syzygies, en doublant toujours les résultats relatifs a la syzygie la plus 
voisine de l’équinoxe ou du solstice. J’ai fait une somme des heures 
relatives & chaque année, et, en la divisant par 8, nombre des syzy- 
gies correspondantes, j’ai obtenu les résultats suivants. Les heures 
observées ont été comptées en temps yrai; mais il est facile de s’as- 
surer que l’équation du temps disparait des heures suiyantes conclues 
de l'ensemble des syzygies. 
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SYZYGIES DES EQUINOXES. 
Heure 
du Accroissement 
premier jour de l'heure 
apres au Premier 
Années. la syzygie. second jour. jour. Accroissement. 
Basse mer. Haute mer. 
J j a j ae 
PNT do ciyrns coke side eeu 0, 41988 0,027214 0,67795 0, 026293 
hot ee gees sees pia eta aoe vids 0, 42769 0 ,025608 0, 68442 0,023785 
ROU ed er wk se Pn a aw ot 0, 42418 0,025304 067943 0, 024523 
RON ot pot nie airs ee em 0, 43116 0 026997 0, 68837 0,0257381 
DOR eke wan ace ein ces tee 0, 42448 0,025347 0, 68125 0025000 
LORDS ca ie Sete eta ae oe 0, 42873 0,027691 0 68533 © 027604 
SEES EA sot asia ania Ori i at 2 in 0, 43611 002855 0 69262 0027344 
24 ? Thy ? 
BOWMAN Secale it tee Gila Nie ants = 042899 0, 027170 0, 68551 0 026476 
Moyennes de ces valeurs. 0, 42765 0 ,026736 0 , 68438 0, 025901 
SYZYGIES DES SOLSTICES. 
Heure 
du Accroissement 
premier jour de Vheure 
apres au Premier 
Années. la syzygie. second jour. jour. Accroissement. 
Basse mer. Haute mer. 
ae Phot s j ne J Jj in 
RO Ex. 6 ae w wwe sieges ay aan 0 43255 0, 026953 0, 68841 0 026736 
SOUP Sores Wat eh eee situs oir 0, 42444 0 028342 0, 68294 0,028912 
AU et Ree i eee ae 0, 42044 0, 026693 0,67769 0, 028082. 
1 U1 A Pine 0, 42930 0 028082 0 ,68646 0 025694 
TORS atataa cbr ain Wadia a in ee 0, 42036 0027908 0,67791 0, 028038 
cr) eee act earn ee ety 042778 0, 028906 0 ,68620 0 027604 
JS BY SE Rae Pinte Seer 0,42813 0,028819 0 ,68498 0 028472 
DE Pa eres ear ean, 0, 42153 0, 028906 0 ,67830 0, 028906 
Moyennes de ces valeurs. 0,42556 0 ,028076 0, 68286 0027718 
Quadratures. 


J’ai considéré pareillement, dans les quadratures que j’ai employées 
pour les hauteurs, les heures des hautes mers du matin et des basses 
mers du soir, du premier et du second jour qui suivent la quadrature, 
en doublant encore les résultats relatifs 4 la quadrature la plus voi- 
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sine de l’équinoxe ou du solstice. J’ai fait une somme des heures rela- 


tives 4 chaque année, et, en la divisant par le nombre des quadratures 


correspondantes, j’ai obtenu les résultats suivants : 


QUADRATURES DES EQUINOXES. 


Ileure 
du 


premier jour 


apres 


Années. la quadrature. 


Accroissement 


de ’heure 
au 


second jour. 


Haute mer. 


ABO ile ia mea 038589 
US0Sewrnttree ees eee te 0, 39891 
SOR ii5: asthe -rteee ieree. ob 0 ,39097 
BSI) arerece vet navetar sue aio teetePs bee 0, 40278 
US TATE eats sistas oe eats oe 0, 39058 
WDE ae neh Coron oeoe 0, 38941 
USA rose ae erste cleus Pave oie oterete 0, 40439 
1 Rods tases daar partite are aeons sees 0,39792 


Moyennes de ces valeurs. 0,39511 


QUADRATURES DES SOLSTICES. 


Heure 
du 


premier jour 


apres 


Années. la quadrature. 


j 
0,061675 


0,056250 
0055035 
0,057118 
0054080 
0, 053038 
0,052432 
0,066156 


0,056223 


Accroissement 


de Vheure 
au 


second jour. 


Haute mer. 


kel (it cpaaans Shs A Oe On hate 0, 40469 
GSO Sites teen ctee tence te 0, 40004 
SOOT Rieter sear. untolaretevar 0 39470 
(SY O Veta Si apicndiom ie Ge 6 cote 0, 40360 
MSA, cicsersicvarcenye Can sher aha 0, 40147 
ANS Meenerans hey atone terove catenaier srs 0, 40312 
ASUS% cov, icee wth evant rears © 0, 41398 
ESTE ey cceraitevshcys seoctss regereneaeke rs 0,41059 


Moyennes de ces valeurs. 0, 40402 


0, 050521 
0,047129 
0 045269 
0 ,048437 
0044097 
0, 049653 
0,047483 
0,051042 


0,047960 


Premier 
jour. 


Accroissement. 


Basse mer. 


0, 64948 
0, 66441 
0,65417 
0, 66563 
0, 65655 
0, 65148 
0, 66658 
0, 65981 


0,65851 


Premier 
jour. 


0, 063021 
0,054125 
0057248 
0 057639 
0053689 
0054774 
0,053212 
0,063715 


0,057178 


Accroissement. 


Basse mer. 


0 66806 
0, 66693 
0, 65816 
0, 66641 
0, 66220 
0, 66545 
0 ,67596 
0 ,67352 


0 , 66709 


0048611 
0, 044924 
0,045139 
0,047396 
0046137 
0 ,050347 
0047396 
0,049132 


0,047385 


XIII. L’ensemble des observations syzygies donne, en prenant un 


milieu entre les retards journaliers des hautes et basses mers, 


0),0271075 
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pour le retard journalier moyen. Les observations anciennes m’ont 


donné, dans le Livre IV de la Mecanique celeste, 
0), 027002 


pour ce retard, ce qui s’accorde aussi bien qu’on peut le désirer. 

Les observations précédentes donnent o), 42660 pour l’heure de la 
basse mer du matin du jour qui suit la syzygie. L’heure de la basse 
mer du matin du jour de la syzygie est done o!, 39949. Dans ces obser- 
yations, la syzygie a précédé la haute mer du soir de o!,1229; elle a 
done suiyi la basse mer du matin de o!,1339. De la il est facile de con- 
clure que, si la syzygie arriyait au moment de la basse mer du matin, 
heure de cette basse mer serait o/,40312. Il résulte du n° 35 du 
Livre IV de la Mécanique celeste que, par les observations anciennes, 
cette heure est o},98826. La difference 486° me parait tenir a ce que 
la méridienne dont on fit usage dans ces observations n’était point 
exacte. Elle était d’abord en erreur de 17’. On corrigea cette erreur ; 
mais il y a lieu de croire qu’on en laisse subsister une partie, ce qui 
va étre contirmé par les observations des quadratures. 

L’ensemble des observations précédentes donne o!,0521865 pour le 
retard journalier des marees quadratures. Les observations anciennes 
m’ayaient donné, pour ce retard, o!,052067, ce qui s’accorde a tres 
peu prés. Les observations précédentes donnent o!,66280 pour Vheure 
de la basse mer du jour qui suit la quadrature, ce qui donne o!,61061 
pour l’heure de la basse mer du soir du jour de la quadrature. La 
haute mer du matin de ce jour a précédé, par le n° 6, la quadrature 


de o!,20171, et elle a précédé la basse mer du soir de 
0j,25 + }.0),0521865. 


La quadrature a done précédé la basse mer du soir de o/,06134. De la 
il est facile de conclure que lheure de cette basse mer serait 0/,60741, 
si elle coincidait avec la quadrature. Dans les observations anciennes, 
cette méme heure était o),60326. La difference est 415° au lieu de 
;86° que donnent les observations anciennes. II n’est done pas dou- 
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teux que la difference entre les heures des observations modernes et 
des observations anciennes tient & l’inexactitude de la méridienne 
dont on fit usage dans les observations anciennes; car, dans les obser- 
vations modernes, le temps a été déterminé avec soin par des observa- 
tions astronomiques. 

L’effet des déclinaisons des astres sur les retards journaliers des 
mareées est sensible dans la comparaison de ces retards vers les équi- 
noxes et vers les solstices. En prenant un milieu entre les retards des 
hautes et des basses mers, le retard moyen a été oJ,026318 dans les 
syzygies précédentes des équinoxes, et o!,0278997 dans les syzygies 
des solstices. Les observations anciennes m’avaient donné o},025503, 
0),028600. 

Pour déterminer la probabilité avec laquelle influence des décli- 
naisons est indiquée par les observations modernes, }’ai considéré les 
retards des hautes et des basses mers dans les syzygies équinoxiales 
de chaque année, et je les ai comparés au retard moyen o!,026318. 
J’ai pris le carré de chaque différence, ce qui m’a donné seize carrés, 
dont la somme est ce que nous avons désigné par ¢ dans le n° II. La 
probabilité d’une erreur uw du résultat moyen est, par le numéro cité, 


proportionnelle a 
—ii(n-h1) 
ed 


e ae 3 


n est ici égala 16. En supposant que wv exprime un nombre de minutes 
décimales ou de millitmes du jour, j’ai trouvé que l’exponentielle 
précédente devient 
EF) 2493 u? 
En considérant de la méme maniére les retards observés dans les 
syzygies des solstices, j’ai trouvé la probabilité d’une erreur wv’ du 


retard moyen o!,027897 proportionnelle a 


—9,57814 w'>. 
e 0 SL of 


de la j’ai conclu, par la méthode du n° III, la probabilité que la valeur 


de w’ surpassera u de la différence 1™,579 des deux retards 27", 897 et 
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o6™, 318, égale & la fraction ios} d’ot il suit que l'influence des deé- 
clinaisons est indiquée par cette différence, avec une probabilité de 
25497 contre lunite. 

Cette probabilité, déja fort grande, le devient beaucoup plus par la 
comparaison des observations des marées des quadratures. En faisant, 
sur les retards de ces marées dans les équinoxes, le méme calcul que 
je viens de présenter sur les retards des marées des syzygies, j/al 
trouvé la probabilité d’une erreur w” de minutes dans le retard moyen 
proportionnelle a meer 
et, relativement aux marées quadratures des solstices, j'ai trouvé la 
probabilité d’une erreur de w” minutes proportionnelle a 


Ee 19593 ae 


Le retard moyen des marées quadratures équinoxiales est 56™, 700, 
et celui des marées quadratures solsticiales est 47",673. Leur diffé- 
rence est g™,027.J’en conclus qu'il y a plus de 8.10'* & parier contre 1 
que cette difference est l’effet des déclinaisons des astres. 

Les observations syzygies précédentes donnent o!,68362 pour lheure 
moyenne de la haute mer du soir du jour de la syzygie; elles donnent 
o,4266o0 pour heure moyenne de la basse mer du méme jour, en 
sorte que l’excés de la premiére sur la seconde est o}, 25700. Cet exces 
doit étre égal & un quart de jour, plus un quart du retard journalier 
des marées syzygies, retard qui, par ce qui précéde, est o),0271075. 
L’excts dont il s’agit doit done étre o!, 25678, ce qui ne différe que de 


22 


de Texcts observé. Pareillement, les observations quadratures 
precedentes donnent o!,66280 pour l’heure moyenne des basses mers 
du soir du jour de la quadrature, et o),39956 pour ’heure moyenne 
des hautes mers du méme jour. Cet exces doit étre o}, 25 plus le quart 
de o!,0521865, retard moyen journalier des marées quadratures. II 
doit done étre o!,26305, ce qui ne différe que de 19° du retard ob- 
serve. Les differences 22° et 19° sont dans les limites des erreurs des 


observations. Leur petitesse prouve que la mer emploie le méme 
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temps a monter qu’a descendre. Les observations anciennes m’ayaient 
paru indiquer le temps de l’ascension un peu plus petit que celui de 
la descente; mais il parait que cela tient aux erreurs des observations 
anciennes. 

L’heure moyenne de la haute mer du soir qui suit la syzygie a été, 
dans les observations précédentes, o!,68362. En lui ajoutant un demi- 
jour, plus un demi-retard journalier des marées syzygies, retard égal 
4 o!,0271075, on aura o,19717 pour l’heure de la haute mer du matin 
du second jour qui suit la syzygie. La haute mer du soir du jour de la 
syzygie a suivi, dans ces observations, la syzygie de o/,1229; la haute 
mer du matin du second jour apres la syzygie a donc suivi la syzygie 
de o!,1229 + 3.1),0271075 ou de 15, 66356. . 

En nommant u l’intervalle dont le maximum des hautes mers suit 
la syzygie, on aura l’instant de ce maximum, en ajoutant a l’heure de 
la haute mer du matin du second jour aprés la syzygie la quantité 
(u — 15,66356).0!,0271075. Cette heure est done 


] 4 j ee a 7 STS 
(u — 1), 66356) .0), 0271075 + 03,19717. 


L’heure de la basse mer du jour qui suit la quadrature a été, dans les 
observations précédentes, o/,66280. En lui ajoutant 


o),5 + 4.0),0521865, 


on aura o),18889 pour l’heure de la basse mer du matin du second 
jour apres la quadrature. La haute mer du matin du jour de la qua- 
drature a précédé de o/,20171 la quadrature dans les observations 
précéedentes; elle a donc suivi la basse mer du soir de o!,06134. En 
lui ajoutant 
oj, 5 + $.0),0521865, 

on aura 1/,63962 pour le temps dont la quadrature a précédé la basse 
mer du matin du second jour aprés la quadrature. Pour avoir ’heure 
de cette basse mer, lorsqu’elle correspond au maximum des basses 
mers quadratures, il faut lui ajouter 


(wu — 1), 63962) .0), 0521865 
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on a done cette heure égale a 
(uw — 11,63962).03,0521865 + 03, 18889. 


A cette heure, la marée solaire est X son maximum, comme dans le 
maximum des hautes mers syzygies : les deux heures du maximum 
des basses mers quadratures et du maximum des hautes mers syzygies 


doivent done étre égales, ce qui donne 
(wu —1),66356).0,0271075 + oj,19717 = (u — 1), 63962 ).0,0521865 + o/, 18889, 


d’ot l’on tire 
c= 11,94466. 


Les hauteurs des marées nous ont donnée, dans le n° VII, 
TP YN e 


La difference me parail trop considérable pour étre attribuée aux 
seules erreurs des observations; elle indique une anticipation dans 
I‘heure des marées quadratures relativement a celle des marées syzy- 
gies. En supposant cette anticipation de ro™, les deux valeurs de wu, 
déduites des heures et des hauteurs des marées, seraient a fort peu 
pres les mémes. Les marées anciennes m’avaient donné cette antici- 
pation, égale & 8™5, dans le n° 39 du Livre IV de la Mécanique céleste. 
Je l'attribuais aux légers écarts de la supposition que les deux flux 
partiels solaire et lunaire se superposent l’un & l'autre, comme ils se 
disposeraient séparément sur la surface du niveau de la mer. Je ne 


vois encore maintenant aucune autre cause de cette anticipation. 


AIY. Je yais maintenant comparer les résultats précédents a la 
theorie. Pour cela, je reprends l’expression de la hauteur des marées 
que j'ai donnée dans le n° VIII, 


L ae i 
A 7a Cos! = cos(2nt — amt —2h) + 7B sin?e cos(2nt — 27) 


(0) 4 


! ! ! 
4 


ey AP eh ee S = ,/ t 4 L ae ae 5 oar 
| +A wig COS Zz cos(2nt 2m t—2)') + 5B sin e’cos(2nt — 2y'). 
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Dans les plus hautes marées syzygies ou quadratures des équinoxes 
ou des solstices, les cosinus de cette expression sont & peu pres égaux 
a 1. Je suppose que T soit le temps de la plus haute marée syzygie 
équinoxiale, et que 1+ T+Q soit le temps de la plus haute marée du 
jour suivant, en sorte que Q soit le retard journalier de la marée syzygie 
equinoxiale. La différentielle de la fonction (0) prise par rapport au 
temps ¢, étant nulle au moment de la haute mer, si l’on différentie 
cette fonction, en y faisant d’abord ¢=T et ensuite ¢=1j+ T+Q; 
st on observe ensuite que (n —m).13= an, 27 étant la circonfe- 
rence dont le rayon est l’unité, on aura, par l’ensemble des marées, 
[(n — m') (m'— m)a'’—nmb')] 15 


(Geass 


9 = os r > 
~  (n—m)at+(n—m')a+nb' 


a, a et b’ étant’ce que nous avons désigné par ces lettres dans le 
n° VII, et se rapportant a l’ensemble des marées syzygies équi- 
noxiales. Nous avons donné, dans le n° IX, le moyen de les obtenir 
numériquement. Pour réduire plus facilement en nombres la formule 


précédente, je lui donne cette forme tres approchée 


(N= : . 
f) Pa nm—m 2a a 


TT Te ji pn seh! ‘ 2 a! —"31e 
u=— TT. 2VE 


On a, dans les syzygies, 


Oe 202™, 31035 
et, en avant égard a Ja yariation, 


fe 
= 003186). 


Te —— 1 
Dans les syzygies des équinoxes, 


ate = h1I™, 390, 
ce qui donne 
Q =o, 024924. 
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Les observations nous ont donné 
QO = 0), 026318; 


mais cette derniere valeur de Q est exprimée en temps vrai, et, dans 
les équinoxes, le jour moyen surpasse le jour yrai, de o!,000218, ce 
qui réduit la valeur observée de Q a o/,o26r100. La différence o!,o01176 
est dans les limites des erreurs, soit des observations, soit des suppo- 
sitions sur lesquelles le calcul est fondé. 
Dans les syzygies des solstices, 0’ est négatif, et Pon a 

2a = 367™, 468, 
ce qui donne 

Q = 0, 028063.: 
Les observations donnent, en temps vrai, 


Q = 0), 027897; 


mais, dans les solstices, le jour yrai surpasse le jour moyen d’environ 
o},000238, ce qui donne o!,028135 pour cette valeur de Q réduite en 
temps moyen. L’exces de la valeur calculée n’est que o), 000072, ce 
qui est insensible. 


Dans les quadratures, 


dans les quadratures des équinoxes, 
opis aa 160™, 850, 
ce qui donne 
Q = 0), 062300. 
Les obseryations, réduites au temps moyen, donnent 


Q = 0),056462. 


La différenee o!,005838 est dans les limites des erreurs et des sup- 
positions du calcul, ce que l'on yerra si l’on considere que, par le 
n° XII, le poids de Q, ou le coefficient du carré de ces erreurs pos- 
sibles, pris négativement dans l’exponentielle qui représente leur pro- 
babilité, est tres petit. 
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Dans les quadratures des solstices, 


2Ea = 202™,948, 


ce qui donne 
Q = 0),048815. 


Les observations, réduites au temps moyen, donnent 
Q = oi, 047911. 


La différence o},000904 est dans les limites des erreurs des obserya- 
tions. 


XV. Considérons maintenant les variations des intervalles des ma- 
rées dues aux variations de la parallaxe lunaire. Pour cela, j’ai pris 
les heures des basses mers du matin et des hautes mers du soir, des 
jours des syzygies périgées du n° X, et je les ai retranchées des heures 
correspondantes des troisiémes jours qui suivent ces syzygies. J’ai fait 
une somme de toutes ces differences, et je l’ai divisée par 72; car il y 
a douze syzygies, et chaque syzygie produit trois retards journaliers 
relatifs aux basses mers, et trois semblables retards relatifs aux hautes 
mers. J’ai trouvé ainsi o/,0305744 pour les retards journaliers des 
marées syzygies périgées. Un calcul semblable, fait sur les marées 
syzygies apogées du méme numéro, m’a donné o!,6227331 pour le 
retard journalier correspondant des mémes marées. On voit done que 
ce retard augmente et diminue avec la parallaxe lunaire. Le demi- 
diamétre moyen apparent de la Lune était 3094”,65 dans les syzygies 
périgées, et 2734",57 dans les syzygies apogées. Ainsi l’accroissement 
du retard journalier, dt & une minute d’accroissement dans le demi- 
diametre lunaire apparent, a été 2175, 76. Les observations anciennes 
m’avaient donné 258° pour cet accroissement; mais elles se rappor- 
taient a des syzygies, tant équinoxiales que solsticiales. U faut done, 
pour ramener l’accroissement obseryé 217°,76 a l’accroissement 
moyen, le diviser par le carré du cosinus: de linclinaison de l’orbe 
lunaire a l’équateur dans les observations précédentes, ce qui donne 
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or 


231°,77 pour cet accroissement, En le fixant par un milieu a 245°, on 
sera fort prés de la vérite. 
Je trouve, dans les syzygies apogées précédentes, 
a' = 45", 658. 


‘ 
‘ 


En ayant égard aux arguments de la variation, de l’évection et a 
l’équation du centre, je lrouve 


m'—m 56 
: — = 0,029069; 
nun Da eae 


ona, de plus, 
2ia = 65", 982. 
La formule (/) donne ainsi 
Q = 0),0205g0. 
Les observations donnent 
Q = 0),022731. 
La difference 2™,143 est dans les limites des erreurs, soit des observa- 
tions, soit des suppositions employées dans le calcul. 


Dans les syzygies périgées précédentes, je trouve 


/ 
m'—m 
wah} ee A At 
a'= 66", 405, Se are 0,039403 ; 


ona, de plus, 
2ta = 88", 4o7. 


La formule (/) donne ainsi 


\e 


Q = 0/, 029983. 


Les observations donnent 


Say tae, 
Bie 0),0000744. 


~ 


La difference est presque insensible. 


XVI. L’expression de Q, donnée dans le n° XLV, peut servir a déter- 
miner le rapport des actions de la Lune et du Soleil sur la mer, soit 
par les retards journaliers des marées syzygies, soit par ceux des ma- 
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rées quadratures. Elle donne, 2 tres peu pres, 


/ \ 
m'—m 2m 
Q( a+ a+ b'— 2———__ a + b' 
, n—m n—m 
m'—m_, HN eye m'—m- 
—s ——— a : 15 ( I — = ). 
ve — m n—m ‘ n—m 


Si ’on nomme Q’ ce que devient Q dans les syzygies solsticiales, 


cette équation subsistera en y changeant Q en Q’ et en y faisant 0’ neé- 
gatif, ce qui donne 


7t — 770 7 — Fit 
m'—m_, TDN ay Th 110 

— a-+— 1 7— Se Hp 
ie Hib n—m, ‘ t— mn 


En réunissant ces deux équations et négligeant le terme 


a (7 — 7h. 2mb! — 
Q’ Jara ( dal & | 


mb’ 


(Q*— Q); 


a ed iit? 
& raison de la petitesse de m, b’ et Q’ — Q, on aura 


2(m'— m) 


(Q+0)| a4 a a | (Q'— Q)b' 


Ps J 


x 


m'i—m ,. m'—m 
4 — aq! 1i| 1 — —— — |. 
n—m n—m 


Nommons R la fraction 


ou le rapport des actions lunaires et solaires sur l’océan dans les syzy- 

gies; l’équation précédente donnera, par le n° VIII, en négligeant les 
A‘’—B 

termes de l’ordre (Q’ — Q)b'- 


Ay” 


L 


(Q+9)[FFt42 era! R(: 2) | —(a— g) (24 + 4 K) 


2 vm — im 


7 — 770 it — me 
Se | 
if TiO 


) (et 7’ )uR, 


nm—m 
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d’ot l'on tire 


(0+ 0) 2 4 — (Qi Q) 2-4 


/ / ! ys. ce neal Cee 
(p'+q') oe Sra toy = ao | 1J (Q +Q') (22) LF a (Q'— Q)2 ie B 


RR —— 7 / ia— m 2 


Pour réduire cette valeur de R a la moyenne distance de la Lune a la 
Terre, il faut, par le n° VIII, la diviser par 1!,022486. 
On a, par le numéro précédent, en temps moyen, 


Q = 0), 026100, 


Q’= 0), 028135. 
De plus, en ayant égard a argument de la variation, 
. ¢ ¢ 


/ 
i — mM aw 
a = 0,0345239. 
Ft — 7% 7 


in employant les valeurs précédentes de p, g, p’ et g’, on trouve, 
pour la valeur de R dans les moyennes distances du Soleil et de la 
Lune, 

R= 3,17938. 

On pourra encore determiner la valeur de R par les intervalles des 
marées quadratures, en observant que la formule (z) s’étend a ces 
marees, pourvu que l’on change les signes du dénominateur, et p, 4, 
p etg enp,, 4,,p, etg,; ona alors 

aes = 
(G=-O0 222 3 ro 95S 


2, 2 


Pith (9 gn Mah (ya g Mam Ma) 
Pray. 2 E(Q ) 2 (Pst sar yr 


/ 


m'—m 2 
> Ss 


(Q+ Q")\1- 


ici ’on a, par le numéro précédent, 
Q = 0),056462, 
Q'= 0/,047911. 
En ayant égard & l’argument de la variation, ona 


se a Tn 0,033 18098, 


ie —— Fee 


‘ 
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De plus, pour réduire la valeur de R a la moyenne distance de la Lune 
a la Terre, il faut diviser la valeur que donne la formule précédente 
par 0,977514. On trouve ainsi, par les intervalles des marées quadra- 


tures, 
R= 311896. 


Cette valeur differe peu de la précédente. Leur milieu donne 
Res3514782. 

Les hauteurs des marées donnent, par le n° VII, 
R = 2,88347; 

la moyenne de ces trois valeurs est 
R = 3,05970, 


ce qui coincide, a fort peu pres, avec la valeur 3, que j’ai trouvée 
pour R dans le quatrieme Volume de la Mécanique celeste. 

L’ensemble des hauteurs des marées syzygies et quadratures nous a 
donné, dans le n° VII, 


en adoptant la valeur moyenne de R, donnée par les interyalles des 
marées, on a 

aA = = 1™, 50831. 

Le second membre de l’équation (5) du n° VII serait par la diminué 
de 16™ environ, et le second membre de l’équation (6) serait aug- 
menté de la méme quantité. [1 faudrait supposer une erreur de 16 
dans chacun des premiers membres de ces équations, qui sont donnés 
par les observations. Cette erreur est peu vraisemblable, et il me pa- 
rait naturel d’en rejeter au moins une partie sur l’hypothese de la 
‘coexistence des oscillations tres petites, hypothese qui cesse d’avoir 
lieu quand les oscillations sont considérables. 
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Remarque. 


Dans les applications que je viens de faire du Calcul des probabi- 
lités aux phénomenes des marées, j’ai déterminé la constante que la 
loi inconnue des erreurs des observations partielles introduit dans ce 
calcul, par les différences du résultat moyen aux résultats semblables 
donnés par les observations de chaque année. Le petit nombre des 
années que j'ai considérées rend incertaine la valeur de cette con- 
stante. On l’obtiendrait plus exactement en déterminant les résultats 
semblables par ensemble des observations des deux syzygies corres- 
pondantes vers chaque équinoxe ou vers chaque solstice, ce qui don- 
nerait trois résultats pour chaque année, et, par conséquent, vingt- 
quatre résultats pour les huit années. Il faudrait, de plus, corriger les 
résultats de effet du mouvement des neeuds de l’orbe lunaire, effet 
donne par les formules précedentes de la théorie. Mais mon objet a 
été moins d’ayoir exactement la probabilité des résultats, que de con- 
stater qu’ils indiquent, avec une extréme probabilité, influence des 
déclinaisons des astres; les formules de probabilité auxquelles je suis 


parvenu remplissent parfaitement cet objet. 
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MEMOIRE 


SUR LE DEVELOPPEMENT 
DE DANOMALIE VRAIE ET DU RAYQN VECTEUR ELLIPTIOQUE, 


EN SERIES ORDONNEES SUIVANT LES PUISSANCES DE L’EXCENTRICITE. 
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MEMOIRE 


SUR LE DEVELOPPEMENT 


DE LANOMALIE VRAIE ET DU RAYON VECTEUR ELLIPTIQUE, 


EN SERIES ORDONNEES SUIVANT LES PUISSANCES DE L’EXCENTRICITE. 


Mémoires de l’ Académie des Sciences, lit Série, Tome VI, année 1823; 1827. 


Sao Ae 


Le développement des fonctions en séries est un des objets les plus 
importants de Analyse : la plupart des applications du calcul aux 
phénomenes en dépendent. Ce développement pouvant se faire d’une 
infinité de manicres, le choix de celle qui donne les séries les plus 
convergentes est une des choses les plus utiles a la solution des pro- 
blemes. Il est done intéressant de connaitre les conditions qui font 
converger les séries et expression la plus simple dont leurs termes 
successifs approchent de plus en plus, et avec laquelle ils finissent 
par coincider. Les méthodes que j’ai données dans ma Théorie ana- 
lytique des probabiltes, sur les approximations des formules fonc- 
tions de grands nombres, sont fort avantageuses pour cet objet. Je 
vais considérer ici les développements en séries des coordonnées du 
mouvement elliptique. 

L’excentricité des orbes elliptiques planétaires étant peu considé- 
rable, on développe le plus souvent le rayon vecteur et l’anomalie 
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vraie en séries ordonnées suivant ses puissances. Mais, si l’excentri- 
cité qui, dans les orbes elliptiques, ne surpasse jamais l’unite, en 
devenait fort approchante, on congoit que les séries pourraient cesser 
d’étre conyergentes. Il importe done de connaitre si parmi les valeurs 
comprises entre zéro et l'unité, que l’excentricité peut avoir, il en est 
une au-dessus de laquelle ces séries seraient divergentes, et dans ce 
cas, de la déterminer. Prenons pour unité le demi grand axe de I’el- 
lipse; désignons par e son excentricité, par ¢ l’anomalie moyenne 
comptée du périgée, et par R le rayon vecteur. On aura, par le n° 22 
du second Livre de la Mecanique céleste, 


9 


e 
R=1+ ——ecosé 
2 


e 
— — cos2é 
r.2 
e 
a = (3 cos3é— 3 cost) 
2.2" 
e sa ~f / 2 
a 353 (4* cos4é — 4.2 cos2¢) 
e 2 ‘ x } ay 
— —7 77 | 5? cos5é — 5.3? cos3¢ + 2 cost 
Bee ee) ey 12 
6 PY 
e® Ox 
— ——,— = ( 6' cos6t — 6.4' cos4t+ —— 2‘* cosat 
Port eal 4 4 Lie ey 


SBE oH H Cole we & ais Fic HLS Pip fe cw Be Cre sia tere nie te < ye 
<M Oe ee eg « gum ke gad 


Le terme général de cette expression est 


e! ree 
Feat —— te Fe a a i—2 oe 
Sees | cosit — i(t— 2)** cos(i— 2)t 


+ HED i 4y-# 008 (¢— ye 


aT?) (i— 6)? cos(i —6)¢ 


la série étant continuée jusqu’a ce que l’on arrive a un facteur(¢ — 2r)** 
dans lequel 7— 2r soit négatif. Si l’on fait ¢ égal & un angle droit, ce 
terme devient nul lorsque z est impair; et, dans le cas de i pair, il 


ET DU RAYON VECTEUR ELLIPTIQUE, ETC. 551 


devient, abstraction faite du signe, égal a 


vel % ant tia ELE = 3). 1 F 
(a) aera Can 7 Ce eee G-ayre...], 


et il est alors le plus grand possible. Déterminons sa valeur lorsque 1 
est un trés grand nombre. 


Il est facile de voir que les termes de la série 


(a') gi ety iiirridhey ol jewh. oy 
if 1.2 
vont d’abord en croissant et qu’ils'ont un maximum apres lequel ils 
diminuent. A ce maximum, deux termes consécutifs sont a tres peu 
pres égaux. Soit 

ee eee a hs 


le terme maximum. Le terme qui le précéde sera 


eee Te ee a ee — (¢ ar = a \es As 


Cette équation donne la yaleur de r et, par consequent, le rang que le 
terme le plus grand occupe dans la série. Si l’on prend les logarithmes 


des deux membres, ona 


i—r-+tt 
o 


log" =(i—2) log (1 . 5) 


ie 
ou 


t—Tr I : 2 \ 
(6) log" + log(1+ ==) = (2) log(1 + 5 


or on a, lorsque z et r sont de tres grands nombres, 
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. I 
'équation (&) deviendra done, en négligeant les termes de lordre =; 


ce qui donne 


ce étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Vunité. En 


faisant r= oz, on aura 
(c) 


Si ’on nomme p le terme maximum 


i(t—1)...(e— reed} 


: t— or i—2 
rT savareir ( a? 


le terme qui en est éloigné du rang ¢ sera 


(f— 7) (iF —)).. gabe nts) Gre 


P : 
Cre Gr ape rt) 


Son logarithme sera done 


| tlog(é—r) log ( Lia + log = 
og p- e(i—r)+log(1— - +log(1——-——-}-+... 
SF 5 ) 5 ial 7) 5 fo PF - 


\ 


é—1' 2 
og —~— x — orc r — o =o) 4 — ¥. = a 4 
gd 3 £logy7 og{ I O2| Tat: vo 
\ a Ne Ve 
\ 


En developpant en séries ces logarithmes et négligeant les termes de 
’ I 
ordre => on aura 

—Pr r+2+3-+...+(¢—1) 


F 
logp +4 log —— — 
Sf ae aye 
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Par la nature de 7, on aa trés peu pres, par ce qui précede, 


—7 I : D) 2 
log ——- + —— = (1 2) | : ae 
iia oy Co | 
la fonction précédente deviendra done 
; P t 2 a Mi 
logp —(1+2+3-+...+2) A ee 
r(t—r) Ta 


wit , T . 
En ne conservant ainsi parmi les termes de l’ordre > que ceux qui 


sont multipliés par 2’, et observant que 


yt ae oe 8 Gey Se 


cette fonction prendra la forme 


| PL 
Og [) ——— = — = 
of ar(i—r)(i—2ar)y 


ce qui donne pour le terme place a la distance ¢ du terme p 


Be 


pe wiry (i 21° )- 


Il est facile de s’assurer que cette méme yaleur a lieu a tres peu pres 
pour le terme placé avant p a la méme distance. La somme de tous ces 
termes sera la série entiere (@ ). On aura, comme on sait, cette somme 


a tres peu pres égale a 


> Bi? 


f | dtc Ua t= aE. 
e 


’intégrale étant prise depuis ¢ == — x Jusqu’a ¢ =o, ce qui donne, 


par les méthodes connues, la série (a’) égale a 


pis fant —r) 
P\Vr—— \/ Sen 


l / l 


= étant la circonférence dont le diametre est Punité. On a 
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La série (a) devient ainsi, abstraction faite du signe, 


Ona a tres peu pres, par les théorémes connus, 
1.2.3...(é—r) =(i— ryt et ar, 


: .. { . = . 
I sSuo ange" as ease A) Oia 


La série (a) devient done 


r(é—r)i-"Var 
ou 
2 2 6e-1—conok — 11! 
(4) Foal PEED 
iVi(i— aw) Var L2o°%(r— w)~-% 


o étant donné par Véequation (c). 

On doit observer ici que la valeur de w donnée par cette équation 
nest pas rigoureuse. Nous avons négligé, pour former cette equation, 
les quantités de l’ordre = et de plus nous avons supposé que le terme 
maximum p était égal a celui qui le précede, ce qui n'est qu’approché. 
De la il suit que la valeur exacte deo est celle que donne l’équation (ce), 
plus une correction dé lordre = que nous désignerons par f. Mais 
cette correction disparait d’elle-méme par la condition de p maximum. 
En effet, si lon nomme D la fonction 


2 oy? (1 ate 6))! i) 


Z . . “ a 
et D’ cette fonetion, lorsqu’on y change » dans w + %,; on aura 
= l 


a) q dW Pivew : 
log Di — o sre bd aan! Pape oe eee See ee 
8! fi: l( i Dd» | 22 Dds? "°° jp]. 


En repassant des logarithmes aux membres et négligeant ensuite les 
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pe a I 
quantités de ordre ~? on aura 


dD 
Di= Dic! Pao, 
Ona 
AD itt 2 PG) 


ee = r o 
D do) te Oy as Gy 


et equation (c) donne 


*47 X 1 
on a done, aux quantités prés de lordre =, 
pop, 


d’ot il est facile de conclure que, par le changement de w dans o + 4, 


la formule (d) reste la méme. Si la quantité 


ec (1 — 24)) 


20°(1— w)'-” 


surpasse l’unité, la fonction (d) devient infinie lorsque ¢ est infini; 
Vexpression du rayon vecteur devient donc alors divergente. La valeur 
de Pexcentricité déduite de Péquation 

9 6)” (1 ae a) )! -@) 


e= — - - 
(1— 2w)e 


est, par conséquent, la limite des valeurs de lexcentricité qui font 
converger l’expression du rayon vecteur développé suivant les puis- 


sances de l’excentricité. En substituant au lieu de e¢ sa valeur 


1-—2W) 
I—oa\ 2 
GO) | 


donnée par l’équation (c), cette expression de e devient 


2 Vos = @))) 
(eS ee 


b= 26) 
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L’équation (c) donne a peu pres 


9 


@) = 0,08307, 
dot lon tire 
e = 0, 66190. 
L’équation précédente de la limite de l'excentricité e donne a cette 


limite 


d’out il est facile de conclure 


i— G LS Vi oer 


l’équation (c) donnera done 
(7) CE NAS + e? — ec y ire, 


Les valeurs de e, supérieures a celle que cette équation donne, 
rendent expression en série du rayon vecteur R divergente lorsque ¢ 
est un angle droit. Pour toutes les valeurs inférieures, cette série est 
convergente quel que soit ¢. En effet, le terme général de expression 
de R développée en série ordonnée par rapport aux puissances de l’ex- 
centricité est, comme on l’a vu, 

et 4 
- f—2 cost — I(t — 2)'—? cos(i — 2) f-——.. «]. 
SE EE STE Le? cose i(i— 2)’ cos(t Ne irae | 
La plus grande yaleur de ce terme, abstraction faite du signe, ne 


peut surpasser 


+ ui-2 4. ¢(¢ — 2)? + (i—G)i-?+...]. 

On vient de voir que cette valeur, lorsque z est infini, devient nulle 
par un facteur moindre que lunité élevé a la puissance 7, lorsque 
l’excentricité e est au-dessous de celle qui résulte de Péquation aux 


limites; la série est done convergente quel que soit ¢. Je vais mainte- 
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nant établir qu’alors la série de l’expression de l’anomalie yraie déve- 
loppée de la méme maniére est pareillement conyergente. 


Uf. 


w étant l’anomalie excentrique et ¢ l’anomalie vraie, on a, par le 


n° 20 du second Livre de la Mecanique celeste, 


é=u—esinu, 
he COSte 
ce qui donne 
du I 
je ee 


or ona, par la loi des aires proportionnelles aux temps, 


on a done 


L’expression en série de uw du n° 22 du Livre cité donne 


du er Nk. e* ée , é 
— =1+ ecost + —— 2? cos2té + ——,—~ (3’ cos3t — 3 cost) +.... 
dt aces ene ee 


Le terme général de cette série est 


ei ; 
—____________— || 1? coszt — 1(1 — 2.)' cos(z — 2)é 
aa | : ( 
A) =I) Dg . ; 
at =) (i — gy o08(i—4)e—... |, 
1.2 


et, dans aucun cas, il ne peut surpasser 


e Shes, es Secok ee ; 
E + u(€— 2)! + —(¢—A)i+... . 


Oe eee ee Le 


En suivant exactement l’analyse de l’article précédent, on trouye ce 
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dernier terme égal a 

2 1—2af[ ec(1—2w) |? 
fs ee Joma i 
(é) = Pe 2@% (1 —@)'-® 


» étant donné par l’équation (c) de Particle précédent. 


Maintenant, si l’on désigne par A la série 


so 

oe ae rye eh Nae $5 

+- —; sae, | Ee PO (PSY a 
Fore ee ro : 


la série étant continuée jusqu’a ¢ =z, il est facile de voir que l’ex- 
: rae du c , ie iy 
pression en série de 7 sera moindre que le développement en serie 
c 
de la fonetion 


2(1— 20)g'e 
(o) Aro = (1- Tabs ke =t5 
V270(t— ge) 


en désignant par g la quantiteé 


(1—2w)¢c 


- = = : 
24)” (1 =i) ie 0) 


ear iL est visible que le coefficient dune puissance quelconque e dans 
le développement de la fonction (0) est positif, et qu il est plus grand, 
abstraction faite du signe, que le coefficient de la méme puissance 
du 


dans le développement de - 


L’expression de ge ou de Ry [;—e 
ie 8 RARE wa nr 


est done moindre 


2 


2(1—2w)giei]* 


— Vi-—-e?; 


Y¥2E.i— qe) 
, : 7 . . I ; 
or le développement de y 1 — e* est moindre que celui de ——,; le dé- 
i—e 


dy 


7, st done moindre que celui de 


B + A Sait , 
Von (1— ge) 
= a = aa 


1— e? 


veloppement de 
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c’est-a-dire que le coefficient d’une puissance quelconque e* dans le 
développement de cette fonction est positif et plus grand, abstraction 
faite du signe, que le coefficient de la méme puissance dans le déve- 
Le 
loppement de ©. 
PP ° ali 


Donnons & la fonction (p) cette forme 


A? {A(i— 20) gre _ 2(t — 2e))? g?! e! 
a Sis a ota hoes fi 


I—e \/2 7 (1 — ge) (1 — e?) TCL — Ge) (1 —e*) 


A? ; : bee wae 
Le terme ———, développé en série donne une série convergente: car, 
quelque grand que l’on suppose z, pourvu qu'il soit fini, A? sera com- 
posé d’un nombre fini de termes. En désignant par me lun de ces 


pl’ 


e 


: 7, 
termes, ner 


ee développé en ‘série, donnera une série conyergente, 


e étant supposé moindre que l’unité. Ainsi ———, donnera un nombre 


fini de séries convergentes, et, dans leur somme, le terme dépendant 
de e* deviendra nul lorsque s est infini. 


Le terme 
4A(t— 20) get 


V2r(1 — ge) (1— e”) 
donnera un nombre fini de termes de la forme 


ne? 


=v Sey 


or la fraction 
] 


a oe. ge) (I = et ) 
se décompose dans les trois suivantes : 


I l I 1 oe I 


ig jet —i¢ Sa Ce) Mate {—g* 1— ge 


Chacune d’elles, développée en série, donne une série convergente ; 
car, par la supposition, ge est moindre que lunité. On voit done que 


le terme 
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donne une série convergente; pareillement le terme 


2(1— 2w)*g*e* 


xt — ge) (1 — e?) 
donne une série conyergente, comme il est facile de le voir, en dé- 


composant la fraction 
I 


fa ge) ‘o — e ) 


; : dv - ; ee ; 
en fractions partielles; >> développé en serie ordonnée par rapport 
, € 
aux puissances de l'excentricité, donne par conséquent une série con- 
vergente, lorsque ge est moindre que l’unite. Il est facile d’en conclure 
que l’expression de ¢ — ¢ ainsi déyeloppée forme une série conver- 
gente; car, lintégration de de faisant acquérir des diviseurs a ses 
termes, on yoit que, quel que soit 2, e — ¢ sera moindre que 
2(1— 20))q'e? |? 
A+ — ae, 
2% (P—ge) 
> = > 

i— @ 
qui, comme on vient de le yoir, forme une série convergente. 

Il resulte de ce qui precede que la condition nécessaire pour la con- 
vergence des séries qui expriment le rayon vecteur et l’anomalie vraie, 
Jéeyeloppes suivant les puissances de l’excentricité, est que l’excentri- 
cité soit moindre que 

2Y 6)(1 — @ ) 


— 


fa 2) 


w étant donne par Péquation 


Les deux séries sont alors convergentes; c’est ce qui a lieu pour 
toutes les planetes, méme pour les planetes télescopiques. Les valeurs 
superieures de Pexcentricité font diverger la série du rayon vecteur, et 
alors il faut recourir & d'autres développements. Tel est le cas de la 


cométe & courte période. 7 
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Il. 


On développe encore les expressions de l’anomalie vraie et du 
rayon vecteur, suivant les sinus et cosinus des multiples de I’ano- 
malie moyenne. Soit alors 


Gt aM sint + a? sinat+-...--a sini + ..., 


a), a”, ... étant des fonctions de l’excentricité. On peut facilement 


démontrer que la série est toujours convergente. En effet, oma 
( g — ¢t)dtsinit— ra, 


l’intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ égal & 27. Or on a, dans 
ces limites, en intégrant par parties, 


RES I dy als Fe eee 
fuce- ¢) sini = fag — ') COszt == — af dt sin tt; 


on aura done 


Gi 2 ar fae sinde aie 
léquation 
ae 5 V1 fie 
ger 
donne 
oe av1—e? dR 
dig 4 Re edt 
Sect Pa RE Aires. alte a : SA ee ee: 
Au périhélie et & Paphélie, — est nul; Raz CS positif, en allant 


du premier de ces points au second, et négatif, du second au premier. 
Soit & sa plus grande valeur positive; — # sera sa plus grande valeur 
négative. En supposant done que les valeurs de sinzé soient positives 
et égales 4 Punité, depuis le périhélie jusqu’a l'aphélie, et négatives 
et égales 8 —1, depuis l’aphélie jusqu’au périhélie, on voit que Pin- 
tegrale lowe Hs sinitdt, prise depuis le périhélie jusqu’a l’apheélie, 


OEuvres de L. — XI. 73 


5362 SUR LE DEVELOPPEMENT DE L’'ANOMALIE VRAIE 


sera moindre, abstraction faite du signe, que 2/7. De 1a il suit que a®, 


abstraction faite du signe, est moindre que 


4kVi1—e? 


> 2 


ie 


ce terme deyient nul lorsque ¢ est infini. De plus, la série de l’expres- 
sion précédente de ¢, & partir de Z supposé tres grand, est moindre 
que 


quantité qui devient nulle lorsque ¢ est infini. Cette série est done 
convergente. 

Considérons de la méme maniere l’expression de R, développée 
dans une série ordonnée par rapport aux cosinus de ¢ et de ses mul- 
liples. Soit 

R = 6) + b@) cost +...+ b! cosit+...3 


on aura : 
4 J R di cosit, 


lintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ égal & az, ce qui donne 


a 
rc o)) — — | decosic! bi 
l dt? 


Les formules du mouvement elliptique donnent 


@R  1—-e—R 

i Re 
Cette dernitre quantité est toujours négative ('). Désignons par — #’ 
son maximum, et supposons cosz égal a Punité; on aura, abstraction 
i, \ 4 : ak nr oars ; Pe. 
faite du signe, 76” moindre que ~—q 3 ot il suit que la série de l’ex- 
pression de R est conyergente. 


On peut, en suivant la méthode exposée dans le numéro précédent, 


(*) Foir, dans le Tome V des O£uvres de Laplace, la note de la page 486. 
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déterminer la valeur approchée de 6 lorsque ¢ est un grand nombre. 
Pour cela, j’observe que l’expression de R développée en série par 
rapport aux puissances de l’excentricité, que nous avons rapportée 
dans le n° [, donne 


bo — e yi ; t+2 a3 itd fe : 
iGo ett Ria ak Tyas) Ascott irae) so 


/ \ 


t+6 ei\§ 
Te tone et ete: 2)(é 3) (=) ered, 


Le terme général de cette expression est 


ae ay sete i+or el Ve 
© 1.2.38...0.3'* 1.2.3... r(t4-1) (t+ 2)...(e+7) \ a, 


Si l’on observe que, 7 étant un tres grand nombre, on a, a fort peu 


pres, 


Nie 


Paf- 


5 i++ r+ = . 
1.2.3...7.1.2.38...(e+r)=r 2(itr) 2c ran; 


on peut donner & ce terme la forme 
Peeled te ata ey Wate 
aie(itryvr(itr) L47e+r) 


quantité qui devient nulle lorsque 7 est infini. La série de expression 
de 6” est donc convergente. 
Pour avoir sa valeur approchée, je considere la série 


: > el a tS h ye 
UR) ea Pee vay Syateeetl iia) hag 


é 


dont le terme général est 


t+ .2r (=) 
Toten TE ery (ewe Bye. eer A 


On aura, par la méthode exposée dans l'article I, la somme de cette 
série, fort approchée lorsque zest un tres grand nombre. Nommons p 
le terme précédent, et supposons qu'il soit le plus grand des termes 
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de la série. Pour avoir le rang qu'il y occupe, on l’égalera, suivant la 
méthode citée, au terme qui le précéde, ce qui donne 


: : a 
(¢+ar—a2a)r(¢+r)—(t+ 2r)—> 
4 


dot: l'on tire, d fort peu pres, 


Le terme qui suit p d’un rang supericur de ¢ est 


ob te oe ae *\4 
i it+ar a 


(r+1)(r7+2)...(r +8) (€+ ri) (THr+a)y.. EET EO 


En appliquant ici Panalyse de l'article I, ibest facile de voir que le 


logarithme de ce terme est, a tres peu pres, 


l et ¥-+ 2- eee et 
logp — eae at log — — tlogr — ——— ———— 


Mais on a, a trés peu pres, 


: er 
logr(i+r)= 2log =; 


en ne conseryant donc, conformément a la méthode citée, parmi les 
I . . aes 9 
termes de lordre =, que ceux qui sont multipliés par @?, et observant 


que 


le logarithme du terme placé a la distance ¢ du terme maximum sera 


(E--2r)e* 


logp — ——_.__—_ 
St ar(t+r)’ 


ce terme sera done 


(i+2r)0 


p c @rt+r), 
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I] est facile de voir que ce sera aussi l’expression du terme qui pré- 


céde p du méme intervalle ¢. La somme de la série (7m) sera done, a 
tres peu pres, 
> (i+2rj)6 
pf at or ar (itr) 


Vintégrale étant prise depuis 7 = — x jusqu’a ¢ =~, ce qui donne 
cette somme égale a 


— r(it+r) 
D2 = 
1 so Ca 27; 

Si, dans l’expression précédente de p, on substitue, au lieu du pro- 


duit 
r.2.3...r(i+1)(i+2)...(i+1r) 


sa valeur tres approchée 


Prien yee Beare Vvr(i+r) 
re ep eeu: ‘ 


on aura 
Gee tte Ma oo Sis <a Ya Late 


———————— — 


egal a 


ivi et-+i 


2 


b 


donne, pour la somme de la série (7), 


1 ——s 
Mea oaant  p- et)" af citi i 


Van ut (V1 ehaig® ry 


En changeant e* dans — e? dans cette expression, on aura la valeur 


fort approchée de la série 


tsa ey, ero(s) wrod) 
ae -+----—- 


1(i-+1) \2 1.a(i+ty(i+2) feecdle-e Lie 22+ Sy 


Ces passages du positif au négatif, comme du réel a l'imaginaire, ne 
doivent étre employés qu’ayvec une grande circonspection. Mais ici, e 
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éetant indéterminé, on peut les employer sans crainte. J’en ai reconnu 


(ailleurs l’exactitude par une autre analyse; on a ainsi 


1 
a(4 i= e?)* civi—e e! 


b= — —>— —————— + 
iVivar(a+Vi—e?)’ 


Lorsque ¢ est infini, cette valeur de 6® reste toujours infiniment 


petite quel que soit e, pourvu qu'il n’excede pas Punite. 


FIN DU TOME DOUZIEME. 
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